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1 Johdanto
Moderni algebra esitellään usein laskutoimitusten teoriana1, ja algebralliset struk-
tuurit, kuten ryhmät, määritellään yleisimmin aksiomaattisesti: on annettu joukko
ja siinä yksi tai useampi laskutoimitus, jotka täyttävät tietyt ehdot. Struktuurien si-
säistä rakennetta tutkitaan peruskursseilla lähinnä alistruktuurien kautta; alistruk-
tuuri on jokin alkuperäisen algebrallisen struktuurin osajoukko, joka on suljettu
struktuurin määrittävien aksioomien suhteen.
Algebrallisille struktuureille, tämän tutkielman tapauksessa ryhmille, voi an-
taa sisäisen rakenteen myös virittäjien avulla. Tällaisia ryhmän ja sen virittäjis-
tön muodostamia pareja voidaan havainnollistaa Cayley-verkolla. Saman ryhmän
kaksi Cayley-verkkoa voivat olla hyvinkin erilaiset riippuen virittäjistön valinnasta,
kuten kuvista 1.1 ja 1.2 näkee. (Virittäjistöjen avulla ryhmille voi lisäksi määritel-
lä muun muassa metriikan ja sen myötä topologisia ominaisuuksia. Jos ryhmällä
G on virittäjistö S, voidaan ryhmässä määritellä esimerkiksi seuraavanlainen met-
riikka: d(x, y) = m missä m on pienin luku, jolla y = xse11 . . . semm , kun si ∈ S ja
ei ∈ {−1,+1} kaikilla 1 ≤ i ≤ m. [11])
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Kuva 1.1: Cayley-verkko: ryhmä Z6,
virittäjistö {2, 3}
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Kuva 1.2: Cayley-verkko: ryhmä Z6,
virittäjistö {1}
Tässä tutkielmassa käsitellään Hamiltonin syklejä Cayley-verkoissa. Hamiltonin
sykli sisältää kaikki verkon solmut tasan kerran. Cayley-verkkojen Hamiltonin syklit
vastaavat siis kysymykseen, voiko ryhmän alkiot esittää annettujen virittäjien avulla
yhtenä ketjuna, joka päättyy samaan alkioon, josta alkoi. Erikoistapauksia tästä
ja läheisistä ongelmista on tunnettu ja tutkittu jo pitkään. Esimerkiksi klassinen
ratsun kierto shakkilaudalla on tällainen tehtävä. Samoin perinteinen englantilainen
tapa soittaa kirkonkelloja (change ringing) tuottaa kysymyksen, voidaanko n alkion
joukon permutaatioryhmä Sn kirjoittaa kahden ryhmän alkion avulla syklinä.
1Esimerkiksi Hallin oppikirja The Theory of Groups alkaa seuraavasti: A large part of algebra
is concerned with systems of elements which, like numbers, may be combines by addition or mul-
tiplication or both. [5, s. 1]
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Soittotavassa on pyrkimyksenä soittaa kirkonkelloja (joita yleensä on 6 tai 8 kap-
paletta) kaikissa mahdollisissa järjestyksissä ennen ensimmäiseen järjestykseen pa-
laamista. Matemaattisesti tämä tarkoittaa permutaatioryhmän S6 tai S8 esittämistä
yhtenä syklinä. Jokaisella kellolla on oma soittaja ja perinteisessä tavassa soittajilla
ei ole johtajaa, vaan on sovittu tietty kaava, jolla kustakin soittojärjestyksestä siir-
rytään seuraavaan. Jotta soittajat muistavat kaavan, käytössä on yleensä kaksi eri
siirtymistapaa (permutaatioryhmän virittäjäalkiota). Ongelmaa on lähestytty ryh-
mäteoreettisesti jo aiemmin (katso esimerkiksi Rankinin artikkelit [12, 13]), mutta
vasta viime vuosikymmeninä ongelma on yhdistetty osaksi Cayley-verkkojen tutki-
mista.
Cayley-verkkojen hamiltonisuuden tutkiminen ei kuitenkaan polveudu ryhmä-
teoriasta, vaan erittäin säännöllisten verkkojen tutkimisesta. Kaikki Cayley-verkot
ovat nimittäin myös solmutransitiivisia verkkoja, joita koskien Lovász esitti vuonna
1969 tehtävän: onko kaikissa yhtenäisissä solmutransitiivisissa verkoissa Hamiltonin
polku? Sittemmin kysymys on laajentunut käsittelemään myös Hamiltonin syklejä.
Kaikissa solmutransitiivissa verkoissa, esimerkiksi Petersenin verkossa, ei ole Hamil-
tonin sykliä, mutta toistaiseksi ei ole löydetty suuntaamatonta Cayley-verkkoa, josta
puuttuisi Hamiltonin sykli. Toisaalta Cayley-verkkojen hamiltonisuutta ei ole onnis-
tuttu todistamaan yleisessä tapauksessa. Niinpä olettamuksia ja vastaolettamuksia
on esitetty runsaasti. [8]
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2 Ryhmien yleistä teoriaa
Tässä ja seuraavassa luvussa käsitellään ryhmäteoriaa siinä laajuudessa kuin tutkiel-
man myöhemmät osat edellyttävät. Luvussa 2 käsitellään ryhmien yleisiä ominai-
suuksia ja luvussa 3 p-ryhmien teoriaa. Tämä luku seuraa Langin ja Hallin esityksiä
[5, 10]. Tulos äärellisten Abelin ryhmien rakenteesta on Hungerfordin teoksesta [6].
Lukijan odotetaan olevan perehtynyt algebraan syventävän kurssin (esim. Hel-
singin yliopiston kurssi Algebra II ) verran. Kaikki käsitteet määritellään tekstissä,
mutta luvun 2 lauseet esitetään pääasiassa ilman todistuksia. Poikkeuksia ovat esi-
merkiksi kaksoissivuluokkia koskeva lause kappaleessa 2.1 ja Frattinin aliryhmän
karakterisointi kappaleessa 2.4. Kyseiset aiheet eivät sisälly perustutkintotason al-
gebran kursseihin, joten tulosten todistukset esitetään. Lisäksi Frattinin aliryhmän
karakterisoinnissa käytetään Zornin lemmaa, jota ei käsitellä tarkemmin tässä tut-
kielmassa. Lemma on esitelty kattavasti esimerkiksi Langin kirjassa [10, s. 504].
2.1 Ryhmä, aliryhmät sekä tekijäryhmät
Määritelmä 2.1. Olkoon pari (G, ◦), jossa G on epätyhjä joukko ja ◦ joukossa G
määritelty laskutoimitus. Tällöin pari on ryhmä, jos se täyttää seuraavat aksioomat:
0. Laskutoimitus on hyvinmääritelty: a ◦ b ∈ G kaikilla a, b ∈ G
1. Laskutoimitus on liitännäinen: (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) kaikilla a, b, c ∈ G
2. On olemassa alkio e ∈ G, jolle pätee a ◦ e = e ◦ a = a kaikilla a ∈ G. Tätä
alkiota kutsutaan neutraalialkioksi.
3. Jokaisella alkiolla a ∈ G on olemassa a′ ∈ G, jolle pätee a ◦ a′ = a′ ◦ a = e,
jossa e on neutraalialkio. Alkiota a′ kutsutaan alkion a käänteisalkioksi.
Mikäli ryhmän G laskutoimitus on lisäksi vaihdannainen, a ◦ b = b ◦ a kaikilla
a, b ∈ G, kutsutaan ryhmää G Abelin ryhmäksi.
Ryhmään (G, ◦) viitataan usein, myös tässä tutkielmassa, pelkästään merkinnällä
G, etenkin mikäli on selvää, mikä ryhmän laskutoimitus on.
Tässä tutkielmassa käytetään pääasiassamultiplikatiivista merkitsemistapaa. Täl-
löin laskutoimitusta merkitään a ◦ b = ab, neutraalialkiota e = 1 ja käänteisalkiota
a′ = a−1. Laskutoimitusta kutsutaan tuloksi ja alkion tulo itsensä kanssa merkitään
potenssina, aa = a2.
Määritelmä 2.2. Ryhmän G kertaluku |G| on sen alkioiden lukumäärä.
Ryhmän G alkion x kertaluku on pienin luku k, jolle pätee xk = 1.
Esimerkki 2.3. Seuraavat parit ovat ryhmiä:
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1. GLn(R), eli kääntyvät reaalikertoimiset n×n-matriisit laskutoimituksenaan
matriisien kertolasku
2. (B(R), ◦), jossa B(R) = {f : R → R | f kääntyvä} on kääntyvien funk-
tioiden joukko ja ◦ on kuvausten yhdistäminen, (g ◦ f)(x) = g(f(x)) kaikilla
x ∈ R
3. (Q \ {0}, ·), joka on myös Abelin ryhmä
4. (C(R),+), jossa C(R) = {f : R → R | f jatkuva} on jatkuvien funktioiden
joukko ja (f + g)(x) = f(x) + g(x) kaikilla x ∈ R, joka on myös Abelin ryhmä
Mille tahansa algebralliselle struktuurille voidaan määritellä alistruktuuri: se on
alkuperäisen struktuurin osajoukko, joka on suljettu struktuurin laskutoimitusten
suhteen ja johon sisältyy kunkin laskutoimituksen mahdollinen neutraalialkio sekä
mahdolliset käänteisalkiot.
Määritelmä 2.4. Ryhmän G epätyhjä osajoukko H on sen aliryhmä, H ≤ G, jos
neutraalialkio 1 ∈ H ja H on suljettu ryhmän laskutoimituksen ja käänteisalkioi-
den suhteen. Neutraalialkion muodostama ryhmä {1} ja ryhmä G itse ovat ryhmän
triviaalit aliryhmät.
Esimerkki 2.5. Olkoot G = GLn(R) laskutoimituksenaan matriisien kertolasku
ja H = {A ∈ G | det(A) = 1} sen osajoukko. Tällöin neutraalialkio eli identi-
teettimatriisi kuuluu selvästi joukkoon H. Lisäksi jos matriisit A ja B kuuluvat
joukkoon H eli det(A) = det(B) = 1, niin determinanttien laskusääntöjen nojalla
det(AB) = det(A)det(B) = 1 eli myös tulo AB kuuluu joukkoon H. Samoin jos
A ∈ H, niin pätee det(A−1) = (det(A))−1 = 1 eli A−1 ∈ H. Niinpä H on ryhmän G
aliryhmä.
Ryhmän jokaisen aliryhmän suhteen voidaan määritellä sivuluokat. Kaksi si-
vuluokkaa on joko samat tai erilliset, ja aliryhmän kaikki sivuluokat muodostavat
yhdessä ryhmän osituksen.
Määritelmä 2.6. Olkoot G ryhmä ja H sen aliryhmä. Aliryhmän H vasen sivu-
luokka on ryhmän G osajoukko gH = {gh | h ∈ H}, missä g ∈ G. Vastaavasti
määritellään aliryhmän H oikea sivuluokka Hg. Aliryhmän H indeksi [G : H] on
sen sivuluokkien lukumäärä.
Esimerkki 2.7. Olkoot G = (R,+) ja H = Z sen aliryhmä. Tällöin G jakautuu
sivuluokkiin, jotka vastaavat lukujen desimaaliosia. Esimerkiksi luvut 1, 33 . . . ja
5, 33 . . . kuuluvat samaan sivuluokkaan.
Lagrangen lause on aliryhmien teorian kulmakiviä. Se antaa välttämättömän eh-
don sille, että ryhmän G osajoukko H voi olla ryhmän G aliryhmä, nimittäin että
joukonH kertaluvun pitää jakaa ryhmän G kertaluku. Luvussa 3 käsiteltävä Sylowin
lause vastaa osaltaan kysymykseen, onko Lagrangen lauseen ehto riittävä. Lauseen
nimestä huolimatta Lagrange ei esittänyt Lagrangen lausetta nykyisessä muodos-
saan eikä myöskään todistanut esittämäänsä versiota yleisessä tapauksessa [14].
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Lause 2.8 (Lagrange). Olkoot G ryhmä ja H sen aliryhmä. Tällöin ryhmän H
kertaluku jakaa ryhmän G kertaluvun, ja erityisesti aliryhmän H indeksi [G : H] =
|G|
|H| .
Ryhmän jokaisen aliryhmän suhteen voidaan määritellä myös niin sanotut kak-
soissivuluokat. Myös ne ovat aina joko samat tai erilliset ja muodostavat yhdessä
ryhmän osituksen.
Määritelmä 2.9. Olkoot G ryhmä ja H sen aliryhmä. Tällöin aliryhmän H kak-
soissivuluokka on ryhmän G osajoukko HgH = {h1gh2 | h1, h2 ∈ H}, missä g ∈ G.
Lause 2.10. Olkoot G ryhmä ja H sen aliryhmä. Kaksoissivuluokka HgH sisältää
aliryhmän H oikeita sivuluokkia [H : H ∩ g−1Hg] kappaletta.
Todistus. Joukko g−1Hg on ryhmänG aliryhmä (katso esimerkiksi määritelmä 2.25),
joten myös leikkaus H ∩ g−1Hg ≤ G. Koska leikkaus lisäksi sisältyy aliryhmään H,
pätee H ∩ g−1Hg ≤ H, joten indeksi [H : H ∩ g−1Hg] on hyvinmääritelty.
Määritellään kuvaus HgH → g−1HgH seuraavasti: h1gh2 → g−1h1gh2. Kysees-
sä on bijektio, joten aliryhmän H oikeiden sivuluokkien Hgh lukumäärä kaksois-
sivuluokassa HgH on sama kuin aliryhmän g−1Hg oikeiden sivuluokkien g−1Hgh
lukumäärä joukossa g−1HgH. Merkitään A = g−1Hg ja D = H ∩ A.
Ryhmä H voidaan kirjoittaa sen aliryhmän D oikeiden sivuluokkien yhdisteenä,
H = D ∪ Du2 ∪ . . . ∪ Dur, missä r = [H : D] ja Dui 6= Duj kun i 6= j. Nyt
pätee ui ∈ H kaikilla 2 ≤ i ≤ r, joten A,Au2, . . . , Aur ovat aliryhmän A oikeita
sivuluokkia joukossa AH. Ne ovat erillisiä, sillä jos Aui = Auj jollain i 6= j, niin
pätee uiu−1j ∈ A. Koska ui, uj ∈ H eli uiu−1j ∈ H, edelleen pätee uiu−1j ∈ D, mistä
seuraa Dui = Duj. Tämä on ristiriita, joten Aui 6= Auj kun i 6= j.
Jokainen aliryhmän A oikea sivuluokka joukossa AH on muotoa Ah jollain
h ∈ H. Koska ryhmä H voitiin kirjoittaa sen aliryhmän D oikeiden sivuluokkien
yhdisteenä, voidaan h kirjoittaa muodossa h = dui jollain d ∈ D ja ui ∈ H. Toi-
saalta D ⊆ A, joten Ah = Adui = Aui. Niinpä aliryhmän A oikeiden sivuluokkien
lukumäärä joukossa AH on siis [H : D] = [H : H ∩ g−1Hg]. Koska joukkojen HgH
ja g−1HgH välillä on bijektio, tarkoittaa tämä sitä, että myös aliryhmän H oikeiden
sivuluokkien lukumäärä kaksoissivuluokassa HgH on [H : H ∩ g−1Hg].
Normaalit aliryhmät ovat aliryhmien erikoistapaus. Niiden hyödyllisyys on siinä,
että niiden sivuluokat muodostavat ryhmän. Tätä ryhmää kutsutaan alkuperäisen
ryhmän tekijäryhmäksi. Tekijäryhmien avulla voidaan yksinkertaistaa alkuperäisen
ryhmän rakennetta samastamalla osa alkioista keskenään. Näin voidaan häivyttää
kulloisenkin tutkittavan kysymyksen kannalta ”epäoleelliset” piirteet, ja tekijäryh-
män alkiot (eli normaalin aliryhmän sivuluokat) eroavat toisistaan vain ”oleellisten”
piirteiden osalta.
Määritelmä 2.11. Ryhmän G aliryhmää N ≤ G kutsutaan normaaliksi aliryh-
mäksi, N E G, jos sen vasemmat ja oikeat sivuluokat yhtyvät, gN = Ng kaikilla
g ∈ G. Neutraalialkion muodostama ryhmä {1} ja ryhmä G itse ovat ryhmän trivi-
aalit normaalit aliryhmät.
Aliryhmän normaalisuus tarkistetaan usein aliryhmän normaalisuusehdon avul-
la.
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Lause 2.12 (Aliryhmän normaalisuusehto). Olkoot G ryhmä ja H sen aliryhmä.
Tällöin H on normaali, jos ja vain jos gHg−1 ⊆ H kaikilla g ∈ G.
Esimerkki 2.13. Olkoon G ryhmä. Tällöin sen keskus Z(G) muodostuu ryhmän
vaihdannaisista alkioista: Z(G) = {x ∈ G | xg = gx kaikilla g ∈ G}. Keskus on
selvästi ryhmän G normaali aliryhmä.
Lause 2.14 (Tekijäryhmä). Ryhmän G normaalin aliryhmän N sivuluokat muo-
dostavat ryhmän laskutoimituksella xNyN = (xy)N . Tätä tekijäryhmää merkitään
G/N.
Esimerkki 2.15. OlkootG = Z jaH = nZ sen aliryhmä. KoskaG on Abelin ryhmä,
kaikki sen aliryhmät ovat normaaleja, erityisesti H C G. Nyt tekijäryhmä G/H =
{nZ, 1 + nZ, . . . , (n− 1) + nZ} koostuu kongruenssin modulo n jäännösluokista.
Normaalisarjaksi kutsutaan aliryhmäjonoa, jossa kukin aliryhmä on edeltäjänsä
normaali aliryhmä.
Määritelmä 2.16. Olkoon G ryhmä ja (Hi) jono sen aliryhmiä, kun 0 ≤ i ≤ n.
Tällöin ne muodostavat normaalisarjan, mikäli Hn = G ja Hi C Hi+1 kaikilla 0 ≤
i ≤ n− 1. Sarjaa merkitään myös H0 CH1 C · · ·CHn = G.
Lopuksi määritellään kaksi erityistä aliryhmätyyppiä.
Määritelmä 2.17. Ryhmän G osajoukon X normaalisulkeumaksi XG kutsutaan
ryhmän G sisältymisen suhteen pienintä normaalia aliryhmää, johon X sisältyy.
Koska X sisältyy aina vähintään ryhmään G itseensä, on normaalisulkeuma hyvin-
määritelty kaikille osajoukoille.
Määritelmä 2.18. Olkoot G ryhmä ja H sen aito aliryhmä. Tällöin H on ryhmän
G maksimaalinen aliryhmä, jos ainoa ryhmän G aliryhmä, johon H sisältyy, on G
itse.
Esimerkki 2.19. Olkoot G = ({a + bi | a, b ∈ Z},+) (Gaussin kokonaisluvut) ja
H = {a+ bi ∈ G | a ≡ b (mod 2)}. Olkoon K jokin ryhmän G aliryhmä, jolle pätee
H < K ≤ G (eli erityisesti K 6= H).
Valitaan x ∈ K \ H, jolloin voidaan kirjoittaa x = x1 + x2i, missä x2 − x1 ≡
1 (mod 2). Koska pätee x1 +x1i ∈ H < K, saadaan x− (x1 +x1i) = (x2−x1)i ∈ K.
Lisäksi on voimassa x2 − x1 ≡ 1 (mod 2), josta seuraa (x2 − x1 − 1)i ∈ H < K ja
edelleen (x2 − x1)i − (x2 − x1 − 1)i = i ∈ K. Koska pätee myös 1 + i ∈ H < K,
saadaan vielä 1 + i− i = 1 ∈ K.
Nyt siis sekä 1 ∈ K että i ∈ K, joten luku a + bi ∈ K kaikilla a, b ∈ Z. On siis
saatu tulos K = G, joten H on ryhmän G maksimaalinen aliryhmä.
2.2 Homomorfismit ja isomorfisuus
Kahden ryhmän samankaltaisuutta voidaan tutkia niiden välisten kuvausten avul-
la. Koska ryhmän oleellinen piirre on sen sisäinen rakenne eikä esimerkiksi alkioiden
nimet, on luonnollista tutkia, voidaanko kahden ryhmän välille määritellä kuvausta,
7
joka säilyttäisi ainakin osan tästä rakenteesta. Ryhmän rakenteen määrää ryhmässä
määritelty laskutoimitus, joten ”rakenteen säilyminen” määritellään laskutoimituk-
sen säilymisen avulla. Jos kuvaus on lisäksi bijektio, tiedetään, että ryhmien kerta-
luku (tai yleisemmin mahtavuus) on sama.
Määritelmä 2.20. Olkoot G1 ja G2 ryhmiä ja f kuvaus f : G1 → G2. Tällöin f on
(ryhmä)homomorfismi, jos se säilyttää laskutoimituksen eli f(xy) = f(x)f(y) kaikil-
la x, y ∈ G1. Jos f on lisäksi bijektio, se on isomorfismi. Jos G1 = G2, isomorfismia
f : G1 → G2 kutsutaan automorfismiksi.
Esimerkki 2.21. Olkoot G ryhmä ja N sen normaali aliryhmä. Kuvausta Φ : G→
G/N , jolle Φ(x) = xN kaikilla x ∈ G, kutsutaan kanoniseksi projektioksi. Se on
homomorfismi mutta ei yleisessä tapauksessa isomorfismi. Nimittäin mikäliN 6= {1},
kuvaus ei ole injektio.
Kanonisen projektion avulla voidaan todistaa seuraava tulos: ryhmän tekijäryh-
män aliryhmät vastaavat alkuperäisen ryhmän aliryhmiä.
Lause 2.22. Olkoot G ryhmä ja N sen normaali aliryhmä jaM∗ tekijäryhmän G/N
aliryhmä. Tällöin on olemassa yksikäsitteinen ryhmän G aliryhmäM , joka kuvautuu
kanonisessa projektiossa ryhmäksi M∗ ja jolle pätee N ≤ M ≤ G. M∗ on normaali
tekijäryhmässä G/N täsmälleen silloin, kun M on normaali ryhmässä G, ja tällöin
[G : M ] = [G/N : M∗].
Todistus. OlkoonM joukko, joka koostuu kaikista ryhmän G alkioista, jotka kuvau-
tuvat kanonisessa projektiossa aliryhmäksi M∗. Homomorfismit ja niiden alkukuvat
säilyttävät aliryhmät, jotenM on ryhmän G aliryhmä. Koska aliryhmä N kuvautuu
kanonisessa projektiossa tekijäryhmän neutraalialkioksi, joka sisältyy ryhmään M∗,
sisältyy aliryhmä N ryhmään M .
Jos M∗ on normaali, niin joukon xMx−1 kuva x∗M∗x∗−1 = M∗ kaikilla x ∈ G.
Siispä xMx−1 ⊆M , joten aliryhmän normaalisuusehdon nojallaMCG. Vastaavasti
jos M on normaali eli xMx−1 ⊆M , kuvalle pätee x∗M∗x∗−1 ⊆M∗ eli aliryhmä M∗
on normaali. Samalla tavalla saadaan molemminpuolinen vastaavuus sivuluokkien
Mg ja M∗g∗ välille, joten [G : M ] = [G/N : M∗].
Isomorfismi kahden ryhmän välillä takaa, että näiden ryhmien kertaluku ja si-
säinen rakenne on sama.
Määritelmä 2.23. Olkoon G1 ja G2 ryhmiä. Ne ovat isomorfiset, jos on olemassa
isomorfismi f : G1 → G2. Tällöin merkitään G1 ' G2.
Keskenään isomorfisten ryhmien alkioiden välillä on siis yksi-yhteen-vastaavuus.
Niinpä ryhmät ovat rakenteeltaan samanlaiset ja vain alkioiden nimet ovat eri. Al-
gebrassa onkin tapana samastaa keskenään isomorfiset ryhmät, jopa siinä määrin,
että toisinaan teksteissä kaksi ryhmää merkitään samoiksi (G1 = G2), vaikka tar-
kasti ottaen tarkoitetaan, että ne ovat isomorfiset (G1 ' G2).
Esimerkki 2.24. Ryhmät G1 = (R,+) ja G2 = (R+, ·) ovat isomorfiset. Niiden
välille voidaan määritellä bijektiivinen homomorfismi f : G1 → G2, f(x) = ex.
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2.3 Konjugointi
Määritelmä 2.25. Olkoot G ryhmä ja a sekä b sen alkioita. Tällöin b on alkion a
G-konjugaatti, jos b = gag−1 jollain g ∈ G.
Kuvaus fg : G→ G, fg(x) = gxg−1 on automorfismi kaikilla g ∈ G eli se säilyttää
ryhmän rakenteen; esimerkiksi aliryhmät konjugoituvat aliryhmiksi. Niinpä voidaan
määritellä, että aliryhmä K on aliryhmän H konjugaatti, jos K = gHg−1 jollain
g ∈ G.
Esimerkki 2.26. Aliryhmän normaalisuusehto voidaan muotoilla myös konjugoin-
nin avulla: olkoon G on ryhmä ja N sen aliryhmä. Tällöin N on normaali jos ja
vain jos se on itsensä konjugaatti kaikkien ryhmän G alkioiden suhteen, gNg−1 = N
kaikilla g ∈ G.
Vaikka ryhmän G aliryhmä H ei olisikaan normaali, voidaan määritellä ryhmän
G suurin aliryhmä K, jossa H on normaali. Jokainen ryhmä on itsensä normaali
aliryhmä, joten ehdon täyttää ainakin valinta K = H. Tällaista ryhmää K kut-
sutaan aliryhmän H normalisoijaksi. Normalisoijaan sisältyy lisäksi joukko, joka
on vaihdannainen kaikkien ryhmän H alkioiden kanssa. Siihen kuuluu aina ainakin
neutraalialkio 1. Tätä joukkoa kutsutaan keskittäjäksi.
Määritelmä 2.27. Olkoot G ryhmä ja X sen osajoukko. Tällöin joukon X nor-
malisoija NG(X) koostuu niistä ryhmän G alkioista, joiden suhteen X on itsensä
konjugaatti, NG(X) = {g ∈ G | gXg−1 = X}.
Osajoukon X keskittäjä CG(X) puolestaan koostuu niistä ryhmän G alkioista,
jotka konjugoivat kaikki joukon X alkiot itselleen, CG(X) = {g ∈ G | gxg−1 =
x kaikilla x ∈ X}.
Normalisoija ja keskittäjä ovat ryhmän G aliryhmiä. Keskittäjä sisältyy aina nor-
malisoijaan ja mikäli joukko X on yksiö, ne ovat samat. Jos osajoukko X on lisäksi
ryhmän G aliryhmä, X E NG(X). Erityisesti aliryhmä H on ryhmän G normaali
aliryhmä, jos ja vain jos NG(H) = G.
Esimerkki 2.28. Esimerkissä 2.13 määritelty ryhmän G keskus Z(G) on ryhmän
G keskittäjä.
Määritelmä 2.29. Olkoon G ryhmä ja a sen alkio. Tällöin alkion a konjugaatti-
luokka on {gag−1 | g ∈ G}.
Ryhmän konjugaattiluokat ovat tärkeitä, sillä muodostavat ryhmän osituksen
sekä ovat normaalien aliryhmien ”rakennuspalikoita”, kuten seuraavat lauseet osoit-
tavat.
Lause 2.30 (Luokkayhtälö). Olkoon G ryhmä. Tällöin se voidaan kirjoittaa yhdis-
teenä G =
⋃
Ci, missä kukin Ci on eri konjugaattiluokka. Lisäksi kunkin konjugaat-
tiluokan koko on |Ci| = [G : CG(xi)], missä xi on jokin luokan Ci alkio.
Lause 2.31. Olkoon G ryhmä. Tällöin jokainen sen normaali aliryhmä on joidenkin
ryhmän G alkioiden konjugaattiluokkien yhdiste.
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2.4 Ryhmän virittäminen ja Frattinin aliryhmä
Määritelmä 2.32. Ryhmän G epätyhjän osajoukon S virittämä aliryhmä 〈S〉 on
ryhmän G pienin aliryhmä, johon S sisältyy. Jos 〈S〉 = G, sanotaan, että S virittää
ryhmän G eli että S on ryhmän G virittäjä.
Alkiojoukon {x1, x2, . . .} virittämää ryhmää 〈{x1, x2, . . .}〉 merkitään lyhyemmin
〈x1, x2, . . .〉.
Tätä määritelmää kutsutaan virittämisen ulkoiseksi määritelmäksi, koska se ei
kerro, millaisia alkioita tarkalleen ottaen viritettyyn ryhmään kuuluu. Sisäinen mää-
ritelmä saadaan seuraavan lauseen avulla, joka antaa edellisen määritelmän kanssa
ekvivalentin tavan määritellä viritetty ryhmä. Toisinaan virittämisen määritelmäksi
asetetaankin sisäinen määritelmä.
Lause 2.33. Olkoon G ryhmä ja S jokin sen osajoukko. Tällöin ryhmän G aliryhmä
H on joukon S virittämä, H = 〈S〉, jos ja vain jos jokainen sen alkio x voidaan
esittää joukon S alkioiden ja niiden vasta-alkioiden tulona, x = s1s2 . . . sn, missä
jokainen si tai s−1i kuuluu joukkoon S.
Esimerkki 2.34. OlkoonG = (Z6,+). Tällöin sillä on triviaali virittäjistö S1 = {1}.
Yleisesti kaikilla syklisillä ryhmillä on yhden alkion triviaali virittäjistö, ja syklisen
ryhmän kertaluku on sama kuin kyseisen virittäjäalkion kertaluku.
Lause 2.35. Olkoot G ryhmä ja A sekä B sen osajoukot, joille pätee A ⊆ B.
Tällöin on voimassa 〈A〉 ⊆ 〈B〉. Erityisesti jos osajoukoille A ja B pätee A ⊆ 〈B〉,
niin edellisestä seuraa 〈A〉 ⊆ 〈B〉.
Seuraavassa esimerkissä havainnollistetaan, että ryhmällä voi olla useita eri vi-
rittäjistöjä.
Esimerkki 2.36. Olkoon edelleen G = (Z6,+). Triviaalin virittäjistön lisäksi ryh-
mällä G on esimerkiksi virittäjistö S2 = {2, 3}.
Yleisesti ryhmän (Zn,+) virittää mikä tahansa kahden alkion osajoukko {a, b} ⊆
Zn, jonka alkioiden a ja b suurin yhteinen tekijä on 1. Tällöin nimittäin {1} ⊆ 〈a, b〉,
joten lauseen 2.35 nojalla G = 〈1〉 ⊆ 〈a, b〉. Koska lisäksi selvästi 〈a, b〉 ⊆ G, täytyy
päteä G = 〈a, b〉.
Seuraavaksi käsiteltävä Frattinin aliryhmä ei määritelmänsä puolesta vaikuta
liittyvän ryhmän virittäjiin. Kuitenkin lause 2.41 antaa sille kiinnostavan karakteri-
soinnin.
Määritelmä 2.37. Olkoon G ryhmä. Sen Frattinin aliryhmä on Φ = G∩ (⋂M M),
missäM kulkee ryhmän G kaikkien maksimaalisten aliryhmien yli. Lisäksi asetetaan
Φ = G, jos ryhmällä G ei ole yhtään maksimaalista aliryhmää.
Lause 2.38. Ryhmän G Frattinin aliryhmä Φ on ryhmän G normaali aliryhmä.
Todistus. Osoitetaan ensin, että jokainen ryhmän Gmaksimaalinen aliryhmä kuvau-
tuu konjugoidessa maksimaaliseksi aliryhmäksi. Olkoon M ryhmän G maksimaali-
nen aliryhmä, erityisesti siis se on ryhmän G aito aliryhmä. Niinpä myös konjugaatti
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gMg−1 on ryhmän G aito aliryhmä kaikilla g ∈ G. Lisäksi jos gMg−1 ei olisi mak-
simaalinen eli olisi olemassa aito aliryhmä N < G, jolle pätisi gMg−1 < N , niin
tällöin pätisi myös M < g−1Ng. Joukko g−1Ng on aidon aliryhmän N konjugaatti
alkion g−1 suhteen eli aito aliryhmä itsekin. Niinpä M ei olisikaan maksimaalinen
aliryhmä, mikä on ristiriita. Siis maksimaalisen aliryhmänM kaikki konjugaatit ovat
maksimaalisia aliryhmiä.
Määritelmän mukaisesti pätee Φ = G ∩ (⋂M M), joten jos g ∈ G, konjugaatille
pätee gΦg−1 = g(G ∩ (⋂M M))g−1 = gGg−1 ∩ (⋂M gMg−1) = G ∩ (⋂M Mˆ), missä
Mˆ on maksimaalisen aliryhmän M konjugaatti. Siis gΦg−1 = Φ kaikilla g ∈ G eli
Frattinin aliryhmä Φ on normaali aliryhmä.
Määritelmä 2.39. Olkoon G ryhmä. Sen alkio x on ryhmän G epävirittäjä, jos aina
kun 〈S ∪x〉 = G, niin myös 〈S〉 = G. Tämän tulee siis päteä kaikilla osajoukoilla S,
joilla pätee 〈S ∪ x〉 = G.
Esimerkki 2.40. Jos G 6= {1}, alkio 1 on epävirittäjä.
Lause 2.41. Olkoon G epätriviaali ryhmä, G 6= {1}. Tällöin sen Frattinin aliryhmä
koostuu täsmälleen kaikista ryhmän G epävirittäjistä.
Todistus. Osoitetaan, että ryhmän G kaikki epävirittäjät kuuluvat Frattinin aliryh-
mään ja että kaikki Frattinin aliryhmän alkiot ovat ryhmän G epävirittäjiä.
Olkoon x ∈ G. Oletetaan, että x ei sisälly johonkin ryhmän G maksimaaliseen
aliryhmään M . Tällöin M on ryhmän 〈M,x〉 aito aliryhmä. Koska M on maksi-
maalinen, tulee siis päteä 〈M,x〉 = G. Edelleen koska M on maksimaalinen, pätee
〈M〉 = M 6= G, joten x on olennainen virittäjä. Niinpä ryhmän G kaikkien epävi-
rittäjien on kuuluttava ryhmän G kaikkiin maksimaalisiin aliryhmiin ja siten myös
sen Frattinin aliryhmään.
Olkoon sitten x ∈ Φ. Koska G 6= {1}, Φ on varmasti epätyhjä, koska 1 ∈ Φ.
Oletetaan, että 〈S, x〉 = G jollain osajoukolla S ⊆ G. Tehdään vastaoletus, että x
ei ole epävirittäjä eli että 〈S〉 = H 6= G, ja näytetään, että tästä seuraa ristiriita.
Nyt ei voi päteä x ∈ H, koska muutoin pätisi H = 〈H, x〉 ⊇ 〈S, x〉 = G. Niinpä
x /∈ H. Tarkastellaan kaikkia ryhmän G aliryhmiä, joihin aliryhmä H sisältyy mutta
alkio x ei. Näistä voidaan muodostaa ketjuja joukon sisältymisen suhteen, ja kullakin
ketjulla on yläraja. Tällöin Zornin lemman nojalla on olemassa aliryhmä K ⊇ H,
joka on maksimaalinen sen suhteen, että x /∈ K. Nyt 〈K, x〉 ⊇ 〈S, x〉 = G, joten
〈K, x〉 = G eli G on pienin aliryhmä, johon K ja x sisältyvät. Kuitenkin K on
valittu siten, että x sisältyy jokaiseen ryhmään, johon K sisältyy aidosti. Niinpä K
on ryhmän G maksimaalinen aliryhmä, joka ei sisällä alkiota x. Tämä on ristiriita
sen kanssa, että x ∈ Φ = G ∩ (⋂M M). Niinpä tulee päteä 〈S〉 = G ja x on ryhmän
G epävirittäjä.
Koska Frattinin aliryhmä Φ on normaali, voidaan määritellä tekijäryhmä G/Φ.
Lisäksi koska Φ koostuu täsmälleen ryhmän epävirittäjistä, virittää joukko S ryh-
män G, jos se virittää tekijäryhmän G/Φ. Niinpä on mahdollista, että Frattinin
aliryhmille löytyy merkittävä rooli Cayley-verkkojen hamiltonisuutta tutkittaessa.
[18]
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2.5 Ryhmien tulot sekä äärellisten Abelin ryhmien rakenne
Kahdesta ryhmästä voidaan muodostaa uusi ryhmä ryhmätulon avulla. Tuloryhmä
sisältää alkuperäiset ryhmät normaaleina aliryhminään.
Määritelmä 2.42. OlkootG1 jaG2 ryhmiä. Tällöin niiden tuloG1×G2 = {(x1, x2) |
x1 ∈ G1, x2 ∈ G2} on ryhmä, jonka laskutoimituksena on ryhmien G1 ja G2 lasku-
toimitukset komponenteittain: (x1, x2)(y1, y2) = (x1y1, x2y2) kaikilla x1, y1 ∈ G1 ja
x2, y2 ∈ G2.
Esimerkki 2.43. Kleinin neliryhmä on isomorfinen erään tuloryhmän kanssa: K4 =
{1, a, b, ab | a2 = b2 = (ab)2 = 1} ' Z2 × Z2. Ryhmien välille voidaan määritel-
lä bijektiivinen homomorfismi f : K4 → Z2 × Z2 esimerkiksi seuraavasti: f(1) =
(0, 0), f(a) = (1, 0), f(b) = (0, 1) ja f(ab) = (1, 1).
Tuloryhmien Cayley-verkkojen tutkimista varten määritellään luonnollinen vi-
rittäjistö, jolla saadaan indusoitua kahden ryhmän virittäjistöjen luoma rakenne
niiden tuloryhmään. Tämä käsite muotoutui tutkielman teon yhteydessä eikä siis
ole peräisin lähdekirjallisuudesta.
Määritelmä 2.44. Olkoot G1 ja G2 (multiplikatiivisia) ryhmiä sekä S1 ja S2 vas-
taavasti jotkin niiden virittäjistöt. Ryhmien tulon G1 ×G2 luonnollinen virittäjistö
on S = (S1 × {1}) ∪ ({1} × S2).
Jokainen äärellisviritteinen Abelin ryhmä voidaan esittää syklisten ryhmien tu-
lona, kun Z ymmärretään äärettömänä syklisenä ryhmänä. Tässä tutkielmassa ra-
joitutaan tulokseen äärellisten ryhmien tapauksessa.
Lause 2.45 (Äärellisten Abelin ryhmien peruslause). Olkoon G äärellinen Abelin
ryhmä. Tällöin se voidaan esittää syklisten ryhmien tulona kahdella tavalla.
Ensimmäinen tapa on
G ' Zq1 × Zq2 × · · · × Zqm ,
missä jokainen qi on jonkin (ei välttämättä eri) alkuluvun p potenssi.
Toinen tapa on
G ' Zm1 × Zm2 × · · · × Zmr ,
missä mi+1 | mi kaikilla 1 ≤ i ≤ r − 1.
Kumpikin hajotelma on yksikäsitteinen, ensimmäinen lukuunottamatta tekijöiden
järjestystä. [6, s. 76–77]
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3 p-ryhmistä
Tässä luvussa käsitellään p-ryhmiä Hallin esitystä [5] seuraten. p-ryhmät ovat tär-
keä erikoistapaus ryhmistä, sillä niiden kertaluku on alkuluvun potenssi. Tästä ja
Lagrangen lauseesta seuraa, että myös p-ryhmän jokainen aliryhmä on p-ryhmä.
Niinpä yleisten p-ryhmien rakennetta on pystytty selvittämään melko paljon. La-
grangen lauseen nojalla p-ryhmät ovat tärkeitä myös muiden ryhmien aliryhminä
(tämä näkyy muun muassa Sylowin lauseissa) ja tekijäryhminä.
Tässä luvussa esiteltävät tulokset esitetään todistuksineen, mutta niiden ymmär-
tämisessä auttaa algebran syventävän kurssin hallitseminen.
3.1 Määritelmä
Määritelmä 3.1. Ryhmä P on p-ryhmä, jos sen jokaisen alkion kertaluku on alkulu-
vun p potenssi. Erityisesti siis neutraalialkiota lukuunottamatta jokainen p-ryhmän
alkio on kertalukua pn, missä kantaluku p on sama kaikille alkioille mutta eri alkioilla
voi olla eri eksponentti n ∈ N.
Osoitetaan, että p-ryhmän määritelmä on ekvivalentti sen kanssa, että p-ryhmän
kertaluku on jonkin alkuluvun potenssi. Todistusta varten tarvitaan kaksi lemmaa.
Lemma 3.2. Olkoon G äärellinen epätriviaali ryhmä, G 6= {1}. Tällöin sillä on vain
triviaalit aliryhmät {1} ja G, jos ja vain jos se on syklinen ryhmä, jonka kertaluku
on alkuluku.
Todistus. Oletetaan, että ryhmällä G on vain triviaalit aliryhmät. Koska G on epä-
triviaali, on olemassa jokin x ∈ G, x 6= 1. Koska ryhmällä on vain triviaalit ali-
ryhmät, täytyy alkion x virittämän aliryhmän olla G itse. Siispä G on syklinen,
G = 〈x〉.
Jos ryhmän G kertaluku ei olisi alkuluku, niin voitaisiin kirjoittaa |G| = mk
joillain m, k ∈ Z, m ≥ 2, k ≥ 2. Tällöin alkio xm virittäisi aidon aliryhmän. Niinpä
ryhmän G kertaluku on alkuluku.
Jos ryhmä G on syklinen ryhmä, jonka kertaluku on alkuluku, Lagrangen lauseen
nojalla sillä voi olla vain triviaalit aliryhmät.
Lemma 3.3. Olkoon G äärellinen ryhmä, jonka kertaluku on jaollinen alkuluvulla
p. Tällöin ryhmään G kuuluu alkio, jonka kertaluku on p.
Todistus. Olkoon ryhmän G kertaluku n = mp. Käytetään induktiota luvun m
suhteen. Jos m = 1, G on kertalukua p oleva syklinen ryhmä, joten väite pätee.
Oletetaan sitten, että väite pätee kaikilla m ∈ {1, . . . , k}. Olkoon m = k + 1 ja
olkoon H ryhmän G aito epätriviaali aliryhmä. Sellainen on aina olemassa, koska
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lemman 3.2 nojalla ryhmällä on vain triviaalit aliryhmät jos ja vain jos se on syklinen
ryhmä, jonka kertaluku on alkuluku. Tämä taas vastaisi tapausta m = 1, joka jo
käsiteltiin.
Jos p ei jaa indeksiä [G : H], täytyy Lagrangen lauseen nojalla luvun p jakaa
aliryhmän H kertaluku. Siis |H| = hp jollain h ≤ k, jolloin induktio-oletuksen
nojalla aliryhmässä H on alkio, jonka kertaluku on p. Voidaan siis olettaa, että p
jakaa kaikkien ryhmän G aitojen aliryhmien indeksit.
Koska konjugaattiluokat muodostavat ryhmän osituksen, pätee n = n1 + n2 +
. . .+nr, missä ni on tietyn konjugaattiluokan alkioiden lukumäärä. Jokainen ni 6= 1
on lauseen 2.30 nojalla erään ryhmän G alkion keskittäjän eli ryhmän G erään
aidon aliryhmän indeksi. Siispä p | ni, kun ni 6= 1. Koska neutraalialkio muodostaa
oman luokan, voidaan merkitä n1 = 1. Koska p jakaa myös luvun n, tulee niitä
luokkia, joille ni = 1, olla p:llä jaollinen määrä. Ryhmän G alkio muodostaa oman
konjugaattiluokan, jos ja vain jos se kuuluu ryhmän G keskukseen Z(G). Näitä
alkioita on siis p:llä jaollinen määrä, eli p jakaa keskuksen kertaluvun.
Määritelmän nojalla ryhmän keskus on Abelin ryhmä. Niinpä lauseen 2.45 nojal-
la sillä on tekijänä syklinen ryhmä, jonka kertaluku on luvun p jokin potenssi. Ker-
talukua ps olevassa syklisessä ryhmässä on alkio ps−1, jonka kertaluku on p. Niinpä
siis ryhmän G keskukseen ja sitä myöten ryhmään G sisältyy jokin kertalukua p
oleva alkio.
Nyt voidaan todistaa varsinainen tulos eli että ryhmä on p-ryhmä jos ja vain
jos sen kertaluku on jonkin alkuluvun potenssi. Usein tämä otetaankin p-ryhmän
määritelmäksi.
Lause 3.4. Ryhmä P on p-ryhmä, jos ja vain jos sen kertaluku on pm, missä p on
alkuluku ja m ∈ N.
Todistus. Olkoon ryhmän P kertaluku pm. Tehdään vastaoletus, että P :ssä on alkio
x 6= 1, jonka kertaluku on |x| = k 6= pn kaikilla n. Nyt alkion x virittämän syklisen
aliryhmän kertaluku on |〈x〉| = k. Tämä on ristiriita, sillä Lagrangen lauseen (lause
2.8) nojalla tulisi päteä k | pm. Siispä ryhmän P kaikkien neutraalialkiosta eroavien
alkioiden kertaluku on muotoa pn, missä lisäksi n ≤ m.
Olkoon sitten P p-ryhmä. Tehdään vastaoletus, että sen kertaluku on jaollinen
kahdella eri alkuluvulla, p | |P |, q | |P |, missä p 6= q. Tällöin lemman 3.3 nojalla
ryhmässä P on alkio x, jonka kertaluku on q. Tämä on ristiriita, koska nyt alkion x
kertalukua ei voida kirjoittaa muodossa pn. Siis ryhmän P kertaluku voi olla jaollinen
vain yhdellä alkuluvulla p eli se on muotoa pm.
3.2 Elementaariset Abelin ryhmät
Määritelmä 3.5. Abelin ryhmä G on elementaarinen, jos neutraalialkiota lukuun-
ottamatta kaikilla sen alkioilla on kertalukuna sama alkuluku p.
Huomautus. Elementaariset Abelin ryhmät ovat siis aina p-ryhmiä.
Lauseesta 2.45 seuraa, että elementaarinen Abelin ryhmä G on muotoa G '
(Zp)n. Joukossa Zp voidaan määritellä yhteenlaskun lisäksi myös kertolasku, jolloin
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(Zp,+, ·) on rengas. Koska p on alkuluku, kyseessä on kunta Fp [15, s. 2]. Niinpä
ryhmälle G ' (Fp)n voidaan määritellä myös Fp-vektoriavaruuden rakenne [15, s.
4-5]. Erityisesti tällä vektoriavaruudella on aina kooltaan yksikäsitteinen kanta [15,
s. 21, 24].
3.3 Maksimaalisista aliryhmistä
Norjalaisen matemaatikon Ludwig Sylowin mukaan nimetyt kolme Sylowin lausetta
kuvaavat äärellisten ryhmien tietynlaisten aliryhmien olemassaoloa ja lukumäärää.
Jos G on ryhmä kertaluvultaan n = pkm, missä p on alkuluku ja p - m, kutsutaan
ryhmän Sylowin p-aliryhmäksi aliryhmää, jonka kertaluku on pk.
Yleensä ensimmäinen Sylowin lause muotoillaan heikommin: jos G on ryhmä,
jonka kertaluku on n = pkm, niin sillä on Sylowin p-aliryhmä. Tässä kuitenkin
esitetään vahvempi muotoilu.
Lause 3.6 (Ensimmäinen Sylowin lause). Olkoon G ryhmä, jonka kertaluku on
n = pkm, missä p on alkuluku ja p - m. Tällöin sillä on aliryhmä kertalukua pi
kaikilla 1 ≤ i ≤ k. Lisäksi jokainen kertalukua pi, missä 1 ≤ i ≤ k − 1, oleva
aliryhmä on vähintään yhden kertalukua pi+1 olevan aliryhmän normaali aliryhmä.
Todistus. Käytetään induktiota luvun i suhteen. Lauseen 3.3 nojalla ryhmällä G on
kertalukua p oleva aliryhmä.
Oletetaan sitten, että ryhmällä G on kertalukua pi oleva aliryhmä P , missä
i ≤ k − 1. Tällöin siis aliryhmän P indeksi on Lagrangen lauseen nojalla jaollinen
luvulla p. Ryhmä G voidaan kirjoittaa aliryhmän P kaksoissivuluokkien avulla, G =
P ∪ Px2P ∪ · · · ∪ PxrP , missä xj /∈ P kaikilla 2 ≤ j ≤ r ja PxiP ∩ PxjP = ∅,
kun i 6= j. Olkoon aj luokan PxjP sisältämien aliryhmän P oikeiden sivuluokkien
lukumäärä. Tällöin aliryhmän P indeksiksi saadaan [G : P ] = a1 + a2 + . . . + ar.
Lauseen 2.10 nojalla pätee aj = [P : P ∩ x−1j Pxj]. Kaksoissivuluokkaa P · 1 · P
vastaa termi a1 = 1, ja kukin aj on Lagrangen lauseen nojalla joko 1 ja luvun p
jokin potenssi.
Koska p | [G : P ], tulee termejä aj = 1 olla p:llä jaollinen määrä. Jos aj = 1, pätee
x−1j Pxj = P eli alkio xj ja sivuluokka Pxj kuuluvat aliryhmän P normalisoijaan K.
Toisaalta jos xj ∈ K, niin x−1j Pxj = P , jolloin aj = 1. Siispä termit aj = 1 vastaavat
täsmälleen aliryhmän P sivuluokkia sen normalisoijassa, ja [K : P ] on termien
aj = 1 lukumäärä. Niinpä pätee p | [K : P ]. Tällöin p jakaa tekijäryhmän K/P
kertaluvun. Lauseen 3.3 nojalla tekijäryhmälläK/P on aliryhmä J∗, jonka kertaluku
on p. Lauseen 2.22 nojalla J∗ = J/P , missä P ⊆ J ⊆ K. Nyt siis [J : P ] = |J∗| = p.
Siispä aliryhmän J kertaluku on pi+1 ja P on sen normaali aliryhmä.
Korollaari 3.7. Olkoot P p-ryhmä, |P | = pn ja M jokin sen maksimaalinen aliryh-
mä. Tällöin |M | = pn−1 ja M on normaali ryhmässä P .
Todistus. Koska kaikki ryhmän P aliryhmät, jotka ovat kertalukua pi, missä 1 ≤ i <
n−1, ovat ryhmän P jonkin aidon aliryhmän (normaaleja) aliryhmiä, ne eivät voi olla
maksimaalisia. Siis ryhmän P kaikki maksimaaliset aliryhmät ovat kertalukua pn−1.
Lisäksi kaikki tätä kertalukua olevat aliryhmät ovat kertalukua pn olevan ryhmän
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eli ryhmän P itsensä normaaleja aliryhmiä, joten kaikki ryhmän P maksimaaliset
aliryhmät ovat normaaleja.
3.4 Burnsiden kantalause
Jos joukko S virittää ryhmän G, joukon S kuva kanonisessa projektiossa G→ G/N
virittää tekijäryhmän G/N . Burnsiden kantalause osoittaa käänteisen olevan totta,
kun ryhmä G on p-ryhmä ja normaali aliryhmä N on Frattinin aliryhmä Φ. Tästä
seuraa myös se, että p-ryhmien kaikki minimaaliset virittäjistöt ovat samankokoisia.
Lause 3.8 (Burnsiden kantalause). Olkoot P p-ryhmä ja Φ sen Frattinin aliryh-
mä. Tällöin P/Φ on elementaarinen Abelin ryhmä. Lisäksi jos tekijäryhmän P/Φ
kertaluku on pk, niin kaikissa ryhmän P kooltaan minimaalisissa virittäjistöissä on
täsmälleen k alkiota.
Todistus. Osoitetaan aluksi, että P/Φ on elementaarinen Abelin ryhmä. Lauseen
2.38 nojalla Φ on ryhmän P normaali aliryhmä ja siten P/Φ on hyvinmääritelty.
Korollaarin 3.7 nojalla ryhmän P kaikki maksimaaliset aliryhmät M ovat nor-
maaleja. Edelleen korollaarin 3.7 ja Lagrangen lauseen nojalla näiden aliryhmien M
indeksi on [P : M ] = |P ||M | =
pn
pn−1 = p. Niinpä tekijäryhmä P/M on hyvinmääritelty
ja kertalukua p. Erityisesti se on siis syklinen ja täten Abelin ryhmä. Tästä seuraa,
että xyM = xMyM = yMxM = yxM eli x−1y−1xyM = M , joten täytyy päteä
x−1y−1xy ∈ M kaikilla x, y ∈ P . Tämä pätee kaikilla maksimaalisilla aliryhmillä,
joten saadaan x−1y−1xy ∈ Φ kaikilla x, y ∈ P ja edelleen x−1y−1xyΦ = Φ, mistä
seuraa xyΦ = yxΦ. Siispä pätee xΦyΦ = xyΦ = yxΦ = yΦxΦ eli P/Φ on Abelin
ryhmä.
Lisäksi koska tekijäryhmä P/M on kertalukua p, pätee (xM)p = xpM = M kai-
killa x ∈ P , joten ryhmän P jokaisen alkion p:s potenssi sisältyy aliryhmään M .
Tämä pätee kaikilla maksimaalisilla aliryhmillä M , joten ryhmän P jokaisen alkion
p:s potenssi sisältyy myös Frattinin aliryhmään Φ. Täten (xΦ)p = xpΦ = Φ eli
kaikkien tekijänryhmän P/Φ alkioiden kertaluku on p, lukuunottamatta tekijäryh-
män neutraalialkiota Φ, jonka kertaluku on luonnollisesti 1. Siis tekijäryhmä P/Φ
on elementaarinen Abelin ryhmä.
Koska jokainen elementaarinen Abelin ryhmä on myös vektoriavaruus, on teki-
järyhmän P/Φ kannan koko yksikäsitteinen. Jos ryhmän P/Φ kertaluku on pk, on
kannassa k alkiota, olkoot nämä {a1, . . . , ak}.
Osoitetaan sitten, että mikä tahansa osajoukko {x1, . . . , xk} ⊆ P , joka kuvau-
tuu kanonisessa projektiossa P → P/Φ ryhmän P/Φ kannaksi {a1, . . . , ak}, virittää
ryhmän P . Tehdään vastaoletus, että 〈x1, . . . , xk〉 = H 6= P . Tällöin H sisältyy jo-
honkin ryhmän P maksimaaliseen aliryhmään M . Toisaalta tällöin kanoninen pro-
jektio kuvaa aliryhmän H sivuluokiksi {hΦ | h ∈ H} ⊆ M/Φ. Nyt täytyy päteä
M/Φ 6= P/Φ, sillä jos jollekin x ∈ P \M pätisi xΦ = mΦ jollain m ∈ M , pätisi
myös xm−1 ∈ Φ. Toisaalta pätee xm−1 /∈ M , joten pätee myös xm−1 /∈ Φ. On siis
saatu ristiriita, että joukon {x1, . . . , xk} kuva ei viritä ryhmää P/Φ, eli vastaoletus
on väärä ja tulee päteä 〈x1, . . . , xk〉 = P .
Toisaalta olkoon {z1, . . . , zn} ryhmän P virittäjistö, missä n > k. Kanonisessa
projektiossa se kuvautuu joukoksi {φ1, . . . , φn}. Tällöin joukko {φ1, . . . , φn} virittää
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ryhmän P/Φ. Lineaarialgebrasta tunnetaan tulos, jonka mukaan jokainen vektoria-
varuuden P/Φ virittävä joukko sisältää k:n alkion osajoukon, joka on ryhmän kanta.
Niinpä joukko {φ1, . . . , φn} sisältää jonkin k:n alkion osajoukon {a1, . . . , ak}, joka
on ryhmän kanta. Merkitään {x1, . . . , xk} sitä joukon {z1, . . . , zn} osajoukkoa, jo-
ka kuvautuu joukolle {a1, . . . , ak}. Nyt myös {x1, . . . , xk} on ryhmän P virittäjistö,
joten {z1, . . . , zn} ei ole minimaalinen virittäjistö.
Lisäksi jos jokin ryhmän P osajoukko ei kuvaudu joksikin ryhmän P/Φ virittä-
jistöksi, se ei voi virittää ryhmää P . Erityisesti mikään osajoukko, jossa on alle k
alkiota, ei voi kuvautua ryhmän P/Φ virittäjistöksi eikä siten virittää ryhmää P .
Siispä kaikissa ryhmän P minimaalisissa virittäjistöissä on täsmälleen k alkiota.
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4 Verkoista ja Cayley-verkoista
Tässä luvussa käydään läpi verkkoteorian ja Cayley-verkkojen peruskäsitteitä. Ylei-
sen verkkoteorian osalta tutkielmassa käytetään pelkästään muutamia peruskäsit-
teitä, jotka esitellään tekstissä, joten aiempaa tietämystä asiasta ei oleteta. Tältä
osin (osa 4.1) esitys seuraa Bollobásin esitystä [2].
Myöskään Cayley-verkoista ei oleteta esitietoja. Cayley-verkkojen osalta merkin-
nät eivät ole vakiintuneet; tutkielmassa käytetään osin Witten merkintöjä [16, 17, 18]
ja osin tutkielman laatijan omia merkintöjä ja käsitteitä.
4.1 Verkkoteorian peruskäsitteet
4.1.1 Suunnattu ja suuntaamaton verkko
OlkoonX joukko. MerkinnälläX(k) tarkoitetaan joukonX k-alkioisten osajoukkojen
joukkoa. Esimerkiksi joukko X(2) koostuu joukon X osajoukoista, joissa on kaksi
alkiota.
Määritelmä 4.1. Suuntaamaton verkko G on pari G = (V,E), jossa V on jokin
joukko ja E koostuu joukon V kahden alkion osajoukoista, E ⊆ V (2). Joukon V
alkioita kutsutaan verkon solmuiksi ja joukon E alkioita särmiksi. Särmä {x, y}
merkitään lyhemmin xy. Erityisesti koska {x, x} = {x} /∈ V (2) kaikilla x ∈ V ,
solmusta ei mene särmää itseensä.
Suunnattu verkko G on pari G = (V,E), jossa V on jokin joukko ja E koos-
tuu joukon V kahden alkion järjestetyistä pareista, E ⊆ V × V . Suunnatun verkon
tapauksessa joukon E alkioita kutsutaan kaariksi. Myös kaari (x, y) merkitään ly-
hyemmin xy. Koska (x, x) ∈ V × V , solmusta voi mennä kaari eli silmukka itseensä.
VerkonG = (V,E) solmujoukkoon viitataan merkinnällä V (G) ja särmäjoukkoon
E(G).
Huomautus. Tarkalleen ottaen tässä esitetyt määritelmät tarkoittavat, että suuntaa-
mattomat verkot ovat yksinkertaisia verkkoja ja suunnatut verkot erikoistapauksia
moniverkoista. Moniverkot ovat verkkoja, joissa voi olla silmukoita sekä rinnakkaisia
särmiä (eli enemmän kuin yksi särmä kahden solmun välillä); yksinkertaisissa ver-
koissa nämä on kielletty. Yleisessä tapauksessa sekä suuntaamattomat että suunna-
tut verkot voivat olla joko yksinkertaisia tai moniverkkoja, mutta tässä tutkielmassa
määritelmät on rajattu kuten esitetty. Tällöin suunnatusta verkosta saadaan suun-
taamaton vaihtamalla ensin kukin kaari särmäksi ja sitten poistamalla mahdolliset
silmukat.
Esimerkki 4.2. Kuvassa 4.1 on esimerkki suuntaamattomasta ja kuvassa 4.2 suun-
natusta verkosta.
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Kuva 4.1: Suuntaamaton verkko
A
B
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D
E
Kuva 4.2: Suunnattu verkko
4.1.2 Aliverkot
Verkolle G voidaan määritellä kaksi erilaista alistruktuuria: aliverkko ja indusoitu
aliverkko. Osa aliverkoista on myös verkon G virittäjiä.
Määritelmä 4.3. Olkoot G = (V,E) ja G′ = (V ′, E ′) verkkoja. Jos V ′ ⊆ V ja
E ′ ⊆ E, on G′ verkon G aliverkko, G′ ⊆ G. Voidaan myös sanoa, että G′ sisältyy
verkkoon G.
Olkoot G = (V,E) verkko ja G′ = (V ′, E ′) sen aliverkko. Jos lisäksi G′ sisältää
kaikki särmät (tai kaaret) xy ∈ E, kun x, y ∈ V ′, on G′ verkon G indusoitu aliverkko.
Verkko G′ saadaan siis verkosta G poistamalla kaikki solmut v ∈ V \ V ′ ja niistä
lähtevät särmät.
Olkoot edelleen G = (V,E) verkko ja G′ = (V ′, E ′) sen aliverkko. Verkko G′ on
verkon G virittäjä, jos V ′ = V .
Esimerkki 4.4. Kuvissa 4.4–4.6 on esimerkki verkon G aliverkosta, indusoidusta
aliverkosta ja virittäjästä.
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Kuva 4.3: Verkko G
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Kuva 4.4: Verkon G aliverkko G′
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Kuva 4.5: Verkon G indusoitu aliverk-
ko G′
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Kuva 4.6: Verkon G virittävä aliverk-
ko G′
4.1.3 Kutistaminen
Verkosta voidaan häivyttää tutkittavan asian kannalta epäoleellisia piirteitä kutis-
tamalla osa särmistä pois. Tällöin kaksi tai useampi solmua samastetaan yhdeksi
solmuksi, joten verkon rakenne yksinkertaistuu.
Määritelmä 4.5. Olkoon G = (V,E) verkko, johon kuuluu särmä xy. Verkko
G′ = G/xy saadaan verkosta G kutistamalla särmä xy. Tällä tarkoitetaan sitä, että
verkossa G′ solmut x ja y yhdistetään, mahdolliset rinnakkaiset särmät poistetaan
ja mikäli kyseessä on suuntaamaton verkko, myös mahdolliset silmukat poistetaan.
Verkkoa G′ kutsutaan myös verkon G kutistukseksi.
Vastaavasti olkoon G verkko, jolla on aliverkko H. Verkko G′ = G/H saadaan
verkosta G kutistamalla kaikki särmät xy ∈ E(H).
Esimerkki 4.6. Kuvassa 4.8 on verkon G kutistus, jossa on kutistettu yksi särmä.
Kuvassa 4.10 on verkon G kutistus, jossa on kutistettu kuvassa 4.9 esitetty aliverkko.
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Kuva 4.7: Verkko G
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Kuva 4.8: Kutistettu verkko G/de
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Kuva 4.9: Verkon G aliverkko H
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Kuva 4.10: Kutistettu verkko G/H
4.1.4 Hamiltonin polut ja syklit
Verkossa G olevat polut ja syklit ovat erikoistapauksia ketjuista. Ketjut muodostuvat
vuorottelevista solmuista ja särmistä eli ovat muotoa x0 − e1 − x1 − e2 − . . . − xk,
missä xi ∈ V (G), ei ∈ E(G) ja ei = xi−1xi.
Määritelmä 4.7. Polku P verkossa G on ketju, jonka kaikki solmut ovat erilli-
siä. Polku P on siis verkon G aliverkko, jonka solmujoukko on muotoa V (P ) =
{x1, x2, . . . , xk}, missä kaikki xi ovat eri solmuja, ja särmäjoukko E(P ) = {x1x2, x2x3,
. . . , xk−1xk}. Polku voidaan kirjoittaa myös solmujonona (x1, x2, . . . , xk) tai sarjana
x1x2 . . . xk.
Määritelmä 4.8. Sykli C on ketju, jossa on vähintään neljä solmua ja jonka solmut
ovat erillisiä lukuunottamatta aloitus- ja lopetussolmua, jotka ovat samat. (Syklissä
on siis vähintään kolme eri solmua.) Bollobásin esityksestä poiketen tässä tutkiel-
massa sykliä merkitään jonona (x1, x2, . . . , xk, x1) tai sarjana x1x2 . . . xkx1.
Esimerkki 4.9. Kuvassa 4.11 on polku P verkossa G ja kuvassa 4.12 sykli C, joka
on muodostettu polusta P yhdistämällä sen ensimmäinen ja viimeinen solmu.
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Kuva 4.11: Polku P verkossa G tum-
mennettu
A
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E
Kuva 4.12: Sykli C verkossa G tum-
mennettu
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Määritelmä 4.10. Hamiltonin polku verkossa G on polku P ⊆ G, joka vierailee
kaikissa verkon G solmuissa, V (P ) = V (G). Vastaavasti sykliä C ⊆ G, joka vierailee
kaikissa verkon G solmuissa, kutsutaan Hamiltonin sykliksi. Koska C ⊆ G ja V (C) =
V (G), virittää sykli C verkon G.
Mikäli verkossa G on Hamiltonin sykli, sanotaan verkkoa G hamiltoniseksi.
Esimerkki 4.11. Kuvassa 4.13 on eräs Hamiltonin sykli verkossa G. Kuvassa 4.14
on verkko, jossa ei voi olla Hamiltonin sykliä.
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Kuva 4.13: Hamiltonin sykli C verkos-
sa G tummennettu
A
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E
Kuva 4.14: Suunnatussa verkossa G ei
ole Hamiltonin sykliä, koska solmusta
C ei lähde kaaria
4.2 Cayley-verkot
Cayley-verkon tai tarkemmin Cayley-kaavion esitteli ensimmäisenä Arthur Cayley
vuonna 1878. Hän määritteli alternoivalle ryhmälle A4 kuvaajan, jossa ryhmän alkiot
ovat pisteitä ja kahden pisteen välillä on nuoli, jos ensimmäisestä alkiosta päästään
toiseen jollain permutaatiolla. Kuvaajassa esitetään vain itsenäiset permutaatiot eli
ne, joita ei voi esittää muiden itsenäisten permutaatioiden avulla. (Itsenäiset permu-
taatiot vastaavat siis ryhmän virittäjiä.) Jos kuvaajassa käytetään useampaa kuin
yhtä itsenäistä permutaatiota, eri permutaatiot erotetaan väreillä. [3]
Alkujaan Cayley-verkoista puhuttiinkin Cayley-väriverkkoina (katso esimerkiksi
[7]). Sittemmin särmien värityksestä (tai nimeämisestä) on luovuttu ja on muodos-
tettu abstraktin Cayley-verkon käsite.
4.2.1 Cayley-verkkojen peruskäsitteet
Määritelmä 4.12. Olkoot G ryhmä ja S sen virittäjistö. Suunnattu Cayley-verkko−−→
Cay(S : G) on verkko, jossa solmuina ovat ryhmän alkiot, V (
−−→
Cay(S : G)) = G, ja
solmujen x ja xs välillä on kaari, jos s ∈ S.
Suuntaamaton Cayley-verkko Cay(S : G) saadaan suunnatusta Cayley-verkosta−−→
Cay(S : G) korvaamalla kaaret särmillä sekä poistamalla mahdolliset silmukat.
Suuntaamaton Cayley-verkko voidaan määritellä myös verkkona
−−→
Cay(X : G), jossa
joukko X = {(S−1 ∪ S) \ 1}.
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Merkintä Cay(S : G) kattaa sekä suunnatut että suuntaamattomat Cayley-
verkot.
Esimerkki 4.13. Kuvassa 4.15 on suunnattu Cayley-verkko
−−→
Cay({2, 3} : Z6) ja
kuvassa 4.16 suuntaamaton Cayley-verkko Cay({1} : Z6).
0
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Kuva 4.15: Cayley-verkko
−−→
Cay({2, 3} :
Z6)
0
1 2
3
45
Kuva 4.16: Cayley-verkko Cay({1} :
Z6)
Yhteys ryhmän tekijäryhmän tai yleisessä tapauksessa tietyn aliryhmän sivu-
luokkien sekä ryhmän Cayley-verkon kutistusten välille käy ilmi seuraavista määri-
telmistä.
Määritelmä 4.14. Olkoot G ryhmä, N sen normaali aliryhmä ja S jokin ryh-
män G osajoukko, jonka kuva kanonisessa projektiossa Φ : G → G/N virittää
tekijäryhmän G/N . Tällöin Cayley-verkolla Cay(S : G/N) tarkoitetaan verkkoa
Cay(Φ(S) : G/N). Osajoukoksi S kelpaavat esimerkiksi kaikki ryhmän G virittäjis-
töt, mutta osajoukon S ei tarvitse olla ryhmän G virittäjistö.
Olkoot sitten G ryhmä, H sen aliryhmä (ei välttämättä normaali) ja S jokin
ryhmän G virittäjistö. Tällöin Cayley-verkko Cay(S : G)/H on verkko, joka on
saatu verkosta Cay(S : G) kutistamalla kukin aliryhmän H sivuluokka. Jos H on
ryhmän G normaali aliryhmä eli jos tekijäryhmä G/H on hyvinmääritelty, verkot
Cay(S : G)/H ja Cay(S : G/H) ovat isomorfiset.
4.2.2 Hamiltonin syklit Cayley-verkoissa
Yleensä Hamiltonin sykli kirjoitetaan solmujonona tai sarjana, joka ilmaisee, missä
järjestyksessä verkon solmut käydään läpi. Cayley-verkkojen tapauksessa on usein
mielekkäämpää ilmoittaa syklin aloitussolmu ja jono virittäjäjoukon alkioita, jotka
ilmaisevat, mitä verkon kaaria pitkin syklissä kuljetaan. Tässä tutkielmassa syklit
ilmaistaan tällä jälkimmäisellä tavalla.
Määritelmä 4.15. Olkoon Cay(S : G) Cayley-verkko. Kun si ∈ S kaikilla 1 ≤ i ≤
k, tarkoittaa Hamiltonin sykli x·[si : 1 ≤ i ≤ k] sykliä (x, xs1, xs1s2, . . . , xs1s2 · · · sk),
missä xs1s2 · · · sk = x. Jos aloitussolmua ei ole kirjoitettu näkyviin, sykli alkaa neut-
raalialkiosta. Merkintä m ∗ [si : 1 ≤ i ≤ k] tarkoittaa, että virittäjäjono toistetaan
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m kertaa. Merkinnällä [si : 1 ≤ i ≤ k]# tarkoitetaan, että virittäjäjonon viimeinen
jäsen jää pois.
Esimerkki 4.16. Seuraavat merkinnät tarkoittavat samaa virittäjäjonoa:
1. [a, b1, a, b2, a]
2. [[a, bi] : 1 ≤ i ≤ 3]#
3. [[a, bi] : 1 ≤ i ≤ 2, a]
Määritelmä 4.17. Ryhmä G on heikosti hamiltoninen, jos sillä on jokin virittä-
jistö S, jolla Cayley-verkossa Cay(S : G) on Hamiltonin sykli. Ryhmä on vahvasti
hamiltoninen, jos Cayley-verkko Cay(S : G) on hamiltoninen kaikilla ryhmän G
virittäjistöillä S.
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5 Hamiltonin syklit Cayley-verkoissa:
tuloryhmät ja Abelin ryhmät
Tässä luvussa todistetaan tuloksia tuloryhmien ja Abelin ryhmien Cayley-verkkojen
hamiltonisuudesta. Abelin ryhmien suuntaamattomien Cayley-verkkojen vahvan ha-
miltonisuuden todistus sivuutetaan useissa lähteissä triviaalina1 tai vain toteamalla
sen pohjautuvan induktioon virittäjistön koon suhteen. Tässä tutkielmassa todistus
esitetään yksityiskohtaisesti. Yleisten tuloryhmien tulos on epäilemättä tunnettu,
käsitelläänhän kirjallisuudessa paljon monimutkaisempiakin tuloksia tuloryhmistä,
mutta kirjallisuudesta ei löytynyt siitä mainintaa. Syklisten ryhmien ja Abelin ryh-
mien suunnattujen Cayley-verkkojen tulokset ovat alkujaan Klerleinin esittämiä [7].
5.1 Tuloryhmät
5.1.1 Ryhmien tulon suuntaamattomat Cayley-verkot
Lause 5.1. Olkoot G1 ja G2 äärellisiä heikosti hamiltonisia ryhmiä. Tällöin niiden
tulo G = G1 ×G2 on heikosti hamiltoninen.
Todistus. Koska ryhmät G1 ja G2 ovat heikosti hamiltoniset, on olemassa virittäjis-
töt S1 ja S2, joilla Cayley-verkot Cay(S1 : G1) ja Cay(S2 : G2) ovat hamiltoniset.
Merkitään verkon Cay(S1 : G1) sykliä [xi : 1 ≤ i ≤ m] (eli |G1| = m) ja verkon
Cay(S2 : G2) sykliä [yj : 1 ≤ j ≤ n] (eli |G2| = n).
Näytetään, että Cayley-verkossa Cay(S : G), jossa S on tuloryhmän G luon-
nollinen virittäjistö (kts. 2.44), on Hamiltonin sykli. Tutkitaan erikseen tapaukset,
joissa n on parillinen ja n on pariton.
1. n on parillinen: verkkoon Cay(S : G) muodostuu sykli
[[(x1, 1), (x2, 1), . . . (xm−1, 1), (1, y2i−1),
(x−1m−1, 1), (x
−1
m−2, 1), . . . , (x
−1
1 , 1), (1, y2i)] : 1 ≤ i ≤
n
2
].
Katso kuva 5.1.
1Lainaus Kutnarin ja Marus˘ic˘in artikkelista: For example, one may easily see that connected
Cayley graphs of abelian groups have a Hamiltonian cycle.[8]
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· · ·
· · ·
...
· · ·
· · ·
(x1, 1) (x2, 1) (x3, 1) (xm−1, 1)
(1, y1)
(x−11 , 1) (x
−1
2 , 1) (x
−1
3 , 1) (x
−1
m−1, 1)
(1, y2)
(1, yn−2)
(x1, 1) (x2, 1) (x3, 1) (xm−1, 1)
(1, yn−1)
(x−11 , 1) (x
−1
2 , 1) (x
−1
3 , 1) (x
−1
m−1, 1)
(1, yn)
Kuva 5.1: Tuloryhmän Cayley-verkko, kun n parillinen
2. n on pariton: verkkoon Cay(S : G) muodostuu sykli
[[(x1, 1), (x2, 1), . . . (xm−2, 1), (1, y2i−1),
(x−1m−2, 1), (x
−1
m−3, 1), . . . , (x
−1
1 , 1), (1, y2i)] : 1 ≤ i ≤
n− 1
2
,
(x1, 1), (x2, 1), . . . , (xm−2, 1), (xm−1, 1),
(1, y−1n−1), (1, y
−1
n−2), . . . , (1, y1), (xm, 1)]
Katso kuva 5.2.
5.1.2 Syklisten ryhmien tulon suunnatut Cayley-verkot
Lause 5.2. Olkoon Zm ja Zn syklisiä ryhmiä, joiden kertaluvuille pätee |Zm| = m <
n = |Zn|, ja G niiden tulo, G = Zm × Zn. Tällöin Cayley-verkossa −−→Cay(S : G),
jossa S on tuloryhmän luonnollinen virittäjistö, on Hamiltonin sykli, jos m | n.
Todistus. Kummallakin ryhmällä on yhden alkion virittäjistö: merkitään Zm = 〈s1〉
ja Zn = 〈s2〉. Osoitetaan ensin, että tuloryhmän Zm × Zm Cayley-verkossa on
Hamiltonin sykli, kun käytetään luonnollista virittäjistöä. Verkkoon saadaan sykli
[(m) ∗ [(m− 1) ∗ (s1, 1), (1, s1)]]. Kuvassa 5.3 on esimerkki ryhmästä Z5 × Z5.
Koska m | n, pätee n = km jollain k ∈ N. Nyt verkkoon −−→Cay(S : G) saadaan
sykli [(km) ∗ [(m− 1) ∗ (s1, 1), (1, s2)]]. Kuvassa 5.4 on esimerkki ryhmästä Z5×Z10.
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· · ·
· · ·
...
...
· · ·
· · ·
· · ·
(x1, 1) (x2, 1) (xm−2, 1)
(1, y1)
(x−11 , 1) (x
−1
2 , 1) (x
−1
m−2, 1)
(1, y2)
(1, yn−3)
(x1, 1) (x2, 1) (xm−2, 1)
(1, yn−2)
(x1, 1) (x2, 1) (xm−2, 1)
(1, yn−1)
(x1, 1) (x2, 1) (xm−2, 1) (xm−1, 1)
(1, y−1n−1)
(1, y−1n−2)
(1, y−1n−3)
(1, y−12 )
(1, y−11 )
(xm, 1)
Kuva 5.2: Tuloryhmän Cayley-verkko, kun n pariton
(s1, 1) (s1, 1) (s1, 1) (s1, 1)
(1, s1)
(s1, 1)
(s1, 1) (s1, 1) (s1, 1)
(1, s1)
(s1, 1)
(s1, 1)
(s1, 1) (s1, 1)
(1, s1)
(s1, 1) (s1, 1)
(s1, 1)
(s1, 1)
(1, s1)
(s1, 1) (s1, 1) (s1, 1)
(s1, 1)
(1, s1)
Kuva 5.3: Syklisen ryhmän tulon Z5 × Z5 Cayley-verkko
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(s1, 1) (s1, 1) (s1, 1) (s1, 1)
(1, s2)
(s1, 1)
(s1, 1) (s1, 1) (s1, 1)
(1, s2)
(s1, 1)
(s1, 1)
(s1, 1) (s1, 1)
(1, s2)
(s1, 1) (s1, 1)
(s1, 1)
(s1, 1)
(1, s2)
(s1, 1) (s1, 1) (s1, 1)
(s1, 1)
(1, s2)
(s1, 1) (s1, 1) (s1, 1) (s1, 1)
(1, s2)
(s1, 1)
(s1, 1) (s1, 1) (s1, 1)
(1, s2)
(s1, 1)
(s1, 1)
(s1, 1) (s1, 1)
(1, s2)
(s1, 1) (s1, 1)
(s1, 1)
(s1, 1)
(1, s2)
(s1, 1) (s1, 1) (s1, 1)
(s1, 1)
(1, s2)
Kuva 5.4: Syklisen ryhmän tulon Z5 × Z10 Cayley-verkko
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5.2 Abelin ryhmät
5.2.1 Abelin ryhmien suunnatut Cayley-verkot
Lause 5.3. Olkoon G äärellinen Abelin ryhmä. Tällöin on olemassa sellainen sisäl-
tymisen suhteen minimaalinen virittäjistö S, että suunnattu Cayley-verkko
−−→
Cay(S :
G) on hamiltoninen.
Todistus. Lauseen 2.45 nojalla G voidaan esittää äärellisen monen syklisen ryhmän
tulona, G ' Zm1×Zm2×· · ·×Zmr , missä mi+1 | mi kaikilla 1 ≤ i ≤ r−1. Käytetään
induktiota luvun r suhteen.
Jos r = 1, G on syklinen ryhmä ja mikä tahansa yhden alkion virittäjistö S
kelpaa.
Oletetaan, että lause pätee, kun r = k. Olkoon nyt G ' Zm1×Zm2×· · ·×Zmk+1 ,
missä mi+1 | mi. Tällöin G′ ' Zm1 × Zm2 × · · · × Zmk × {0} ' Zm1 × Zm2 × · · · ×
Zmk on ryhmän G aliryhmä. Induktio-oletuksen nojalla ryhmällä G′ on sellainen
minimaalinen virittäjistö S ′, että Cayley-verkossa
−−→
Cay(S ′ : G′) on Hamiltonin sykli.
Koska G on Abelin ryhmä, kaikki sen aliryhmät ovat normaaleja, erityisesti
G′ C G. Niinpä tekijäryhmä G/G′ on hyvinmääritelty. Nyt G/G′ ' Zmk+1 . Olkoon
smk+1 ryhmän Zmk+1 virittäjä. Tällöin S = S ′∪{smk+1} on ryhmän G minimaalinen
virittäjistö. Nyt Cayley-verkko
−−→
Cay(S : G) on isomorfinen tulon Zn×Zmk+1 Cayley-
verkon kanssa, missä n = m1m2 · · ·mk ja virittäjistönä on tuloryhmän luonnollinen
virittäjistö. Koska mi+1 | mi eli erityisesti mk+1 | mk, niin myös mk+1 | n. Niinpä
lauseen 5.2 nojalla Cayley-verkossa
−−→
Cay(S : G) on Hamiltonin sykli.
5.2.2 Abelin ryhmien suuntaamattomat Cayley-verkot
Lause 5.4. Olkoot G äärellinen Abelin ryhmä ja S mikä tahansa sen virittäjistö.
Tällöin suuntaamaton Cayley-verkko Cay(S : G) on hamiltoninen.
Todistus. Käytetään induktiota virittäjistön S koon |S| suhteen.
Kun |S| = 1, kyseessä on syklinen ryhmä, eli G = 〈s〉, s ∈ S. Niinpä Cayley-
verkossa Cay(S : G) on selvästi Hamiltonin sykli.
Oletetaan sitten, että väite pätee, kun |S| = k. Tutkitaan virittäjistöjä S, joiden
koko on k + 1.
Merkitään S = X ∪ {g}, jolloin |X| = k. Olkoon H joukon X virittämä ryhmän
G aliryhmä, 〈X〉 = H ≤ G. Jos H = G, todistus on valmis.
Oletetaan siis, että H < G. Nyt Cayley-verkko Cay(X : H) on induktio-
oletuksen nojalla hamiltoninen, sillä aliryhmä H on Abelin ryhmä ja |X| = k.
Olkoon tämän Cayley-verkon Hamiltonin sykli [xi : 1 ≤ i ≤ n].
Koska G on Abelin ryhmä eli kaikki sen aliryhmät ovat normaaleja, tekijäryhmä
G/H on hyvinmääritelty. Koska 〈S〉 = 〈X ∪ {g}〉 = G mutta 〈X〉 < G, virittää g
tekijäryhmän G/H. Olkoon aliryhmän H indeksi [G : H] = m.
Olkoot x1 = gkh1 ja x2 = gkh2 ∈ gkH sekä y1 = gk+1h2 ja y2 = gk+1h2 ∈ gk+1H,
missä 1 ≤ k < m. Koska G on vaihdannainen, nyt pätee x1 = gkh1 = h1gk ja muut
vastaavasti. Lisäksi koska H on suljettu laskutoimituksen suhteen, voidaan merkitä
h1 = h2h jollain h ∈ H.
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Nyt huomataan, että seuraava kaavio kommutoi, koska toisaalta (gkh1g)h =
(gkgh1)h = g
k+1h1h = g
k+1h2 ja toisaalta (gkh1h)g = (gkh2)g = gkgh2 = gk+1h2:
gkh1 g
kh2
gk+1h1 g
k+1h2
h
g g
h
Niinpä sivuluokat ovat identtisiä ja tekijäryhmässä G/H voidaan siirtyä sivuluo-
kasta toiseen virittäjää pitkin mistä tahansa sivuluokan alkiosta.
Käsitellään erikseen tapaukset, joissa m on parillinen ja joissa m on pariton.
1. m on parillinen: Cayley-verkkoon Cay(S : G) muodostuu sykli
[x1,
m
2
∗ [x2, . . . , xn−1, g, x−1n−1, . . . , x−12 , g]#, x−11 , (m− 1) ∗ g−1].
Katso kuva 5.5.
...
...
H
gH
gm−2H
gm−1H
Kuva 5.5: Abelin ryhmän suuntamaton Cayley-verkko, kun m parillinen
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2. m on pariton: Cayley-verkkoon Cay(S : G) muodostuu sykli
[x1,
m− 1
2
∗ [x2, . . . , xn−1, g, x−1n−1, . . . , x−12 , g], x2, . . . , xn−1, xn, (m− 1) ∗ g−1].
Katso kuva 5.6.
...
...
H
gH
gm−1H
Kuva 5.6: Abelin ryhmän suuntamaton Cayley-verkko, kun m pariton
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6 Hamiltonin syklit Cayley-verkoissa:
p-ryhmät
Tässä luvussa todistetaan, että p-ryhmät ovat vahvasti hamiltonisia. Todistus seuraa
Witten vuonna 1986 esittämää todistusta [17]. Todistus hyödyntää niin sanottuja
vinoja virittäjiä eli aliryhmää 〈S−1S〉, missä S on ryhmän virittäjistö.
Todistuksessa käytetään runsaasti apulauseita, jotka on koottu osaan 6.1. Itse
tulos, joka on varsin lyhyt, on esitetty osassa 6.2. Witten mukaan oletusta, että ryh-
mä on p-ryhmä, tarvitaan ainoastaan lemman 6.2 alkuosassa, jossa osoitetaan että
〈S−1S〉 on ryhmän aito aliryhmä. Muutoin todistus pätee myös muille nilpotenteille
ryhmille.
6.1 Aputuloksia
Lemma 6.1. Olkoot G epätriviaali äärellinen ryhmä, S sen virittäjistö ja H =
〈S−1S〉 sen aliryhmä. Tällöin H = 〈a−1S〉 kaikilla a ∈ S.
Todistus. Olkoon a ∈ S.
Selvästi pätee a−1S ⊆ S−1S. Tällöin lauseesta 2.35 seuraa 〈a−1S〉 ⊆ 〈S−1S〉.
Olkoon sitten t−1u ∈ S−1S. Alkio voidaan kirjoittaa myös t−1u = t−1aa−1u =
(a−1t)−1a−1u ∈ 〈a−1S〉. Niinpä saadaan S−1S ⊆ 〈a−1S〉, josta lauseen 2.35 nojalla
seuraa 〈S−1S〉 ⊆ 〈a−1S〉.
Lemma 6.2. Olkoot G epätriviaali äärellinen p-ryhmä, S sen minimaalinen virit-
täjistö ja H = 〈S−1S〉 sen aliryhmä. Tällöin H ja sen normaalisulkeuma HG ovat
ryhmän G aitoja aliryhmiä.
Todistus. Lemman 6.1 nojalla H = 〈a−1S〉 kaikilla a ∈ S.
Koska a ∈ S, pätee H = 〈a−1S〉 = 〈a−1S \ {1}〉. Tämän pienemmän osajoukon
koolle pätee |a−1S \ {1}| = |a−1S| − 1 = |S| − 1 < |S|. Osajoukko S on ryhmän
G minimaalinen virittäjistö. Toisaalta Burnsiden kantalauseen (lause 3.8) nojalla
ryhmän G kaikki minimaaliset virittäjistöt ovat samankokoisia, joten 〈a−1S \{1}〉 6=
〈S〉 = G ja edelleen H = 〈a−1S〉 6= G. Niinpä aliryhmä H on aito.
Aliryhmä H sisältyy aina ryhmän G johonkin maksimaaliseen aliryhmään. Ko-
rollaarin 3.7 nojalla p-ryhmien kaikki maksimaaliset aliryhmät ovat normaaleja, eli
H sisältyy ryhmän G johonkin normaaliin aitoon aliryhmään. Siispä HG on aito
aliryhmä.
Lause 6.3. Olkoot G epätriviaali äärellinen p-ryhmä ja H sen aliryhmä. Tällöin
on olemassa normaalisarja {1} = H0 CH1 C . . .CHn = HG, jossa jokaisen tekijän
Hk/Hk−1 virittäjä on jokin aliryhmän H G-konjugaatti.
32
Todistus. Olkoon N ryhmän HG aliryhmä, joka on maksimaalinen kahden ehdon
suhteen:
1. on olemassa sellainen normaali jono {1} = H0 C H1 C . . . Hn = N , jossa
jokaisen tekijän Hk/Hk−1 virittäjä on jokin aliryhmän H G-konjugaatti
2. N on normaali HG:ssä, N CHG
Oletetaan, että N 6= HG. Tällöin siis on jokin v ∈ G, jolla vHv−1 * N . Ase-
tetaan K = 〈N, vHv−1〉. Voidaan olettaa, että H on ryhmän G aito aliryhmä,
koska muutoin {1} C H = G on halutunlainen normaalisarja. Tällöin lauseen 6.2
nojalla myös HG on aito aliryhmä. Niinpä lemmaa voidaan soveltaa induktiivisesti
niin, että ryhmän G paikalla on HG ja aliryhmän H paikalla K. (Induktion pe-
rustapaus on L = xHx−1, jolla on halutunlainen normaalisarja {e} C L.) Olkoon
K∗ aliryhmän K normaali sulkeuma ryhmässä HG. Lause antaa siis normaalisarjan
{e} = K0 C K1 C . . . C Km = K∗, jossa jokaisen tekijän Kk/Kk−1 virittää jokin
aliryhmän K HG-konjugaatti.
Koska N CHG, eli aliryhmän N HG-konjugaatti on N itse, ja ryhmän K1/K0 =
K1/{e} ' K1 virittäjä on jokin aliryhmän K = 〈N, vHv−1〉 HG-konjugaatti, niin
N ≤ K1. Lisäksi koska K ≤ HG ja siksi myös K1 ≤ HG, niin pätee N C K1.
Siispä saadaan normaali jono {e} = H0 CH1 C . . . Hn CK1 C . . . Km = K∗. Tämä
on ristiriita aliryhmän N maksimaalisuuden kanssa, mikäli kyseisen jonon jokaisen
tekijän virittäjä on jokin aliryhmän H G-konjugaatti. Tämä on selvää tekijöiden
Hk/Hk−1 osalta.
Tiedetään, että jokaisen tekijänKk/Kk−1 virittää jokin ryhmänK = 〈N, vHv−1〉
HG-konjugaatti. Koska NCHG eli aliryhmän N HG-konjugaatti on N itse, jokaisen
tekijän virittää N ja jokin aliryhmän H G-konjugaatti. Toisaalta N ⊆ Kk−1 eli
N ei voi virittää aliryhmän Kk−1 sivuluokkia. Siispä tekijän Kk/Kk−1 virittää jokin
aliryhmänH G-konjugaatti. Vastaavasti voidaan näyttää, että tekijänK1/N virittää
jokin aliryhmän H G-konjugaatti.
Lemma 6.4. Olkoot G epätriviaali äärellinen p-ryhmä, S sen virittäjistö ja H =
〈S−1S〉 sen aliryhmä. Tällöin G/HG on syklinen, G/HG = 〈a〉 missä a ∈ S.
Todistus. Lemman 6.1 nojalla H = 〈a−1S〉 kaikilla a ∈ S.
Osoitetaan, että 〈S〉 = 〈a, a−1S〉. Koska S = a(a−1S) eli S ⊆ 〈a, a−1S〉, pätee
lemman 2.35 myös 〈S〉 ⊆ 〈a, a−1S〉. Lisäksi a ∈ S ja siksi myös a−1S ⊆ 〈S〉, joten
edelleen lemman 2.35 nojalla 〈a, a−1S〉 ⊆ 〈S〉.
Niinpä saadaan G = 〈S〉 = 〈a, a−1S〉 = 〈a, S−1S〉 = 〈a,H〉 ≤ 〈a,HG〉. Toisaalta
〈a,HG〉 ≤ G, joten G = 〈a,HG〉. Koska lemman 6.2 nojalla HG on ryhmän G aito
aliryhmä, pätee G/HG = 〈a〉.
Lemma 6.5. Olkoot G ryhmä, S sen virittäjistö, H = 〈S−1S〉 ja K jokin ryh-
män G aliryhmä. Oletetaan, että Cayley-verkossa
−−→
Cay(S : G)/K on Hamiltonin
sykli (Kv) · [s1, s2, . . . , sg] ja että K sisältää konjugaatin vHv−1. Tällöin vHv−1 ≤
〈vs1s2 · · · sg−1Sv−1〉 ≤ K.
Todistus. Osoitetaan ensin, että
〈vs1s2 · · · sg−1Sv−1〉 = 〈vs1s2 · · · sg−1sgv−1, vs−1g Sv−1〉.
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Koska vs1s2 · · · sg−1Sv−1 sisältyy aliryhmään 〈vs1s2 · · · sg−1sgv−1, vs−1g Sv−1〉, lem-
man 2.35 nojalla pätee
〈vs1s2 · · · sg−1Sv−1〉 ⊆ 〈vs1s2 · · · sg−1sgv−1, vs−1g Sv−1〉.
Lisäksi pätee
vs1s2 · · · sg−1sgv−1 ∈ vs1s2 · · · sg−1Sv−1
ja
vs−1g Sv
−1 = (vs−1g s
−1
g−1 · · · s−11 v−1)(vs1s2 · · · sg−1Sv−1)
= (vs1s2 · · · sg−1sgv−1)−1(vs1s2 · · · sg−1Sv−1)
∈ 〈vs1s2 · · · sg−1Sv−1〉,
joten lemman 2.35 nojalla pätee myös
〈vs1s2 · · · sg−1sgv−1, vs−1g Sv−1〉 ⊆ 〈vs1s2 · · · sg−1Sv−1〉.
Lemman 6.1 nojalla vs−1g Sv−1 = vHv−1 eli
〈vs1s2 · · · sg−1Sv−1〉 = 〈vs1s2 · · · sg−1sgv−1, vs−1g Sv−1〉
= 〈vs1s2 · · · sg−1sgv−1, vHv−1〉.
Selvästi siis pätee vHv−1 ≤ 〈vs1s2 · · · sg−1Sv−1〉. Lisäksi vHv−1 ⊆ K ja koska
(Kv) · [s1, s2, . . . , sg] on Hamiltonin sykli eli Kvs1s2 · · · sg−1sg = Kv, niin myös
vs1s2 · · · sg−1sgv−1 ∈ K. Niinpä pätee myös 〈vs1s2 · · · sg−1Sv−1〉 ≤ K.
Lause 6.6 (Vinot virittäjät). Olkoot G äärellinen ryhmä, S sen virittäjistö ja H
sekä K ryhmän G aliryhmiä, joille pätee K CH. Oletetaan, että verkossa −−→Cay(S :
G)/H on Hamiltonin sykli (Hv) · [s1 : 1 ≤ i ≤ g]. Oletetaan lisäksi, että jouk-
ko vs1s2 · · · sg−1Sv−1 virittää tekijäryhmän H/K ja että täten hyvinmääritellyssä
verkossa
−−→
Cay(vs1s2 · · · sg−1Sv−1 : H/K) on Hamiltonin sykli
(K) · [xi : 1 ≤ i ≤ h] = (K) · [vs1s2 · · · sg−1aiv−1 : 1 ≤ i ≤ h],missä ai ∈ S.
Tällöin verkossa
−−→
Cay(S : G)/K on Hamiltonin sykli
(Kv) · [yi : 1 ≤ i ≤ gh] = (Kv) · [[s1, s2, . . . , sg−1, a1] : 1 ≤ i ≤ h].
Todistus. Aliryhmän K indeksi on [G : K] = [G : H][H : K] = gh. Koska (K) ·
[vs1s2 · · · sg−1aiv−1 : 1 ≤ i ≤ h] on Hamiltonin sykli eli
Kvs1s2 · · · sg−1a1s1s2 · · · sg−1a2 · · · s1s2 · · · sg−1ahv−1 = K,
polun (Kv) · [[s1, s2, . . . , sg−1, a1] : 1 ≤ i ≤ h] viimeinen solmu on
Kvs1s2 · · · sg−1a1s1s2 · · · sg−1a2 · · · s1s2 · · · sg−1ah = Kv.
Olkoon 0 ≤ i, j < gh. Mikäli Kvy1y2 · · · yi = Kvy1y2 · · · yj pätee vain, kun i = j,
käy polku läpi gh kappaletta eri sivuluokkia, joten kyseessä on Hamiltonin sykli.
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Osoitetaan siis, että kun 0 ≤ i, j < gh, niin Kvy1y2 · · · yi = Kvy1y2 · · · yj pätee
vain, kun i = j. Merkitään i = Ig + q ja j = Jg + r, missä 0 ≤ I, J < h ja
0 ≤ q, r < g.
Selvästi pätee
(6.1) yIg+k = sk, kun 1 ≤ k ≤ g − 1.
Koska vs1s2 · · · sg−1Sv−1 ⊆ H, kaikilla a ∈ S pätee Hvs1s2 · · · sg−1a = Hv. Niinpä
saadaan
(6.2) Hvy1y2 · · · yIg = Hv.
Oletuksen nojalla Kvy1y2 · · · yi = Kvy1y2 · · · yj eli Kvy1y2 · · · yi(vy1y2 · · · yj)−1 =
K, joten täytyy päteä vy1y2 · · · yi(vy1y2 · · · yj)−1 ∈ K ≤ H. Tästä seuraa
Hvy1y2 · · · yi(vy1y2 · · · yj)−1 = H,
mikä on yhtäpitävää sen kanssa, että
(6.3) Hvy1y2 · · · yi = Hvy1y2 · · · yj.
Nämä yhdistämällä saadaan
(6.4)
Hvs1s2 · · · sq (6.1)= HvyIg+1yIg+2 · · · yIg+q
(6.2)
= (Hvy1y2 · · · ygyg+1yg+2 · · · y2g · · · yIg)yIg+1yIg+2 · · · yIg+q
= Hvy1y2 · · · yi
(6.3)
= Hvy1y2 · · · yj
= (Hvy1y2 · · · ygyg+1yg+2 · · · yg+r · · · yJg)yJg+1yJg+2 · · · yJg+r
(6.2)
= HvyJg+1yJg+2 · · · yJg+r
(6.1)
= Hvs1s2 · · · sr.
Koska (Hv) · [s1 : 1 ≤ i ≤ g] on Hamiltonin sykli, on oltava q = r.
Edelleen saadaan
Kvy1y2 · · · yIg = Kvy1y2 · · · yIg+qy−1Ig+qy−1Ig+q−1 · · · y−1Ig+1
= Kvy1y2 · · · yis−1q s−1q−1 · · · s−11 = Kvy1y2 · · · yi(s1s2 · · · sq)−1
= Kvy1y2 · · · yj(s1s2 · · · sq)−1 = Kvy1y2 · · · yJg,
joten pätee
Kx1x2 · · ·xI = Kvy1y2 · · · yIgv−1 = Kvy1y2 · · · yJgv−1 = Kx1x2 · · ·xJ .
Koska (K) · [xi : 1 ≤ i ≤ h] on Hamiltonin sykli, on oltava I = J .
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6.2 p-ryhmien suunnatut Cayley-verkot
Lause 6.7. Olkoot G epätriviaali äärellinen p-ryhmä ja S sen virittäjistö. Tällöin
suunnatussa Cayley-verkossa
−−→
Cay(S : G) on Hamiltonin sykli.
Todistus. Voidaan olettaa, että S on ryhmän G kooltaan minimaalinen virittäjistö.
Asetetaan H = 〈S−1S〉.
Koska G on p-ryhmä, lauseen 6.3 nojalla on olemassa normaalisarja {e} = H0C
H1 C . . . C Hn = HG, jossa jokaisen tekijän Hk/Hk−1 virittäjä on jokin aliryhmän
H G-konjugaatti.
Lemman 6.4 nojalla G/HG on nyt syklinen, G/HG = 〈a〉, missä a ∈ S. Niinpä
Cayley-verkossa
−−→
Cay(S : G)/HG on Hamiltonin sykli.
Osoitetaan, että jos Cayley-verkossa
−−→
Cay(S : G)/Hk on Hamiltonin sykli, niin
myös verkossa
−−→
Cay(S : G)/Hk−1 on. Tällöin induktion nojalla Cayley-verkossa−−→
Cay(S : G)/H0 =
−−→
Cay(S : G)/{1} ' −−→Cay(S : G) on Hamiltonin sykli.
Valitaan sellainen v ∈ G, että Hk/Hk−1 = vHv−1. Olkoon (Hkv) · [s1, s2, . . . , sg]
induktio-oletuksen mukainen Hamiltonin sykli verkossa
−−→
Cay(S : G)/Hk. Tällöin
lemman 6.5 nojalla on voimassa Hk/Hk−1 ≤ vs1s2 · · · sg−1Sv−1 ≤ Hk. Niinpä joukko
vs1s2 · · · sg−1Sv−1 virittää tekijäryhmän Hk/Hk−1.
Koska HG ja siten myös Hk on ryhmän G aito aliryhmä, tekijäryhmä Hk/Hk−1
on aidosti pienempi ryhmä kuin G. Niinpä induktion nojalla lause antaa verkkoon−−→
Cay(vs1s2 · · · sg−1Sv−1 : Hk/Hk−1) Hamiltonin syklin Hk−1 · [vs1s2 · · · sg−1aiv−1 :
1 ≤ i ≤ h].
Nyt vinojen virittäjien lauseen 6.6 nojalla verkossa
−−→
Cay(S : G)/Hk−1 on Hamil-
tonin sykli (Hk−1v) · [[s1, s2, . . . , sg−1, ai] : 1 ≤ i ≤ h].
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7 Lopuksi
Tutkielman johdannossa käsiteltiin Cayley-verkkojen hamiltonisuuden tutkimisen
historiaa. Tutkimusala on kokenut toistaiseksi suurimman kultakautensa 1970–80-
luvuilla, jolloin syntyi muun muassa luvussa 6 käsitelty tulos p-ryhmistä. Sen jälkeen
uusia yhtä merkittäviä tuloksia ei ole syntynyt, vaikka alalla tehdään edelleen aktii-
vista työtä ja uusia tuloksiakin syntyy. Eräänä esimerkkinä viimeaikaisista tuloksista
on Kutnarin ja muiden artikkeli [9]. Se käsittelee tapauksia, joissa ryhmän kertalu-
vulla on vähän alkutekijöitä. Artikkelissa todistetaan, että ryhmät, joiden kertaluku
on korkeintaan 120, ovat vahvasti hamiltonisia, lukuunottamatta kertalukuja 72, 96,
108 ja 120.
Cayley-verkkojen hamiltonisuudesta on esitetty useita otaksumia. Osin syynä on
varmasti yleisen ratkaisun puuttuminen, mutta osin vaikuttaa myös se, että tutki-
musongelma voidaan rajata usealla eri tavalla. Kysymys voidaan rajata esimerkiksi
koskemaan joko suunnattuja tai suuntaamattomia verkkoja. Lisäksi voidaan tutkia
kaikkia mahdollisia ryhmän virittäjistöjä tai vain tiettyjä niistä.
Kaikkein vahvin muoto otaksumalle on, että suunnattu Cayley-verkko
−−→
Cay(S :
G) on hamiltoninen kaikilla äärellisillä ryhmillä G ja sen virittäjistöillä S. Tä-
män otaksuman voi osoittaa epätodeksi esimerkiksi tarkastelemalla ryhmää G =
(Z12,+) ja sen virittäjistöä S = {3, 4}. Tehdään vastaoletus, että Cayley-verkossa−−→
Cay({3, 4} : Z12) on Hamiltonin sykli. Koska 〈3〉 6= Z12, on jokin alkio x ∈ Z12,
josta lähtevä Hamiltonin sykliin kuuluva kaari vastaa virittäjää 4. Koska sykli ei
leikkaa itseään, seuraa tästä, että alkiosta x+ 1 lähtevä sykliin kuuluva kaari vastaa
myös virittäjää 4 (katso kuva 7.1). Näin jatkamalla todetaan, että kaikista alkioista
lähtevä sykliin kuuluva kaari vastaa virittäjää 4. Kuitenkin 〈4〉 6= Z12, joten seuraa
ristiriita. Vastaoletus on siis väärä ja kyseisessä Cayley-verkossa ei ole Hamiltonin
sykliä.
x x + 1
x + 4
x + 5
4
3
4
Kuva 7.1: Virittäjät 3 ja 4 ryhmässä Z12
Toisaalta seuraava Diracin todistama klassikkotulos takaa, että kunhan virit-
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täjistö on riittävän suuri, suuntaamattomassa Cayley-verkossa on aina Hamiltonin
sykli:
Lause 7.1. Jokaisessa suuntaamattomassa verkossa, jossa on vähintään n ≥ 3 sol-
mua ja jossa jokaisesta solmusta lähtee vähintään n
2
särmää, on Hamiltonin sykli.
[4, s. 294]
Nämä esimerkit valottavat sitä, miksi tutkimusongelma onkin usein rajattu kos-
kemaan ryhmän minimaalisia virittäjistöjä. Minimaalisuus määritellään yleensä
joukon sisältymisen suhteen, kuten Klerlein seuraavassa otaksumassaan, mutta sillä
voidaan tarkoittaa myös virittäjistön kokoa, kuten Witte.
Konjektuuri 7.2 (Klerlein). Kaikilla äärellisillä ryhmillä G on sellainen joukon
sisältymisen suhteen minimaalinen virittäjistö S, jolla Cayley-verkko
−−→
Cay(S : G) on
hamiltoninen. [7]
Konjektuuri 7.3 (Witte). Merkitään ryhmän G pienimmän virittäjistön kokoa
d(G). Kaikilla äärellisillä ryhmillä G on jokin sellainen virittäjistö S, jonka koko on
d(G) ja jolla Cayley-verkko
−−→
Cay(S : G) on hamiltoninen. [16]
Kooltaan minimaalinen virittäjistö on luonnollisesti myös joukon sisältymisen
suhteen minimaalinen, eli Witten otaksuma on vahvempi muotoilu Klerleinin otak-
sumasta.
Kaikki eivät kuitenkaan ole yhtä optimistimia hamiltonisuuden suhteen. Muun
muassa Babai on esittänyt päinvastaisen, pessimistisen otaksuman.
Konjektuuri 7.4 (Babai). On olemassa jokin c > 0, jolle pätee, että on olemassa
äärettömän monta yhtenäistä solmutransitiivista verkkoa G, joiden pisin sykli on
pituudeltaan (1− c)|V (G)|. [1]
Yleisten verkkojen tapauksessa annetun verkon hamiltonisuuden varmistaminen
(näyttämällä verkossa oleva Hamiltonin sykli) on algoritmisesti NP-täydellinen on-
gelma. Jos Hamiltonin syklin olemassaololle on täsmällinen ehto (eli jos verkossa
on Hamiltonin sykli täsmälleen silloin, kun annetut ehdot ovat voimassa), verkon
hamiltonisuuden varmistaminen kuuluu luokan NP sijaan luokkaan NP ∩ co-NP.
Tämän luokan otaksutaan olevan sama kuin luokka P. Toisaalta otaksutaan, että
NP 6= P, joten Hamiltonin syklin olemassaolon täsmällistä ehtoa ei välttämättä voi
edes olla olemassa. [4]
Kysymys onkin, tuleeko ongelmasta algoritmiikan kannalta oleellisesti helpompi,
jos verkko on solmutransitiivinen tai erityisesti jos verkko on Cayley-verkko eli sen
rakenne noudattaa jonkin ryhmän sisäistä rakennetta. Mikäli ei tule, on mahdollista,
että Cayley-verkkojenkaan hamiltonisuudelle ei saada täsmällistä ehtoa.
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